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[M,5c2] .
SUR LES CUBIQUES STROPHOIDALES ;
Par M. LAGRANGE,

Professcur 4 Brest.

Définition. — Soient O et A deux points fixes et (4)
une droite passant par A; M un point variable de (4).
On sait que si, sur OM, on prend deux points P et P’
tels que MP = MP’ = MA le lieu de ces points est une
strophoide ayant pour point double le point A.

Danus le cas ou (A) ne passe pas par A le licu est éga-
lement une cubique que nous appellerons une cubique
strophoidale et nous nous proposons, dans cet article,
d’indiquer quelques propriétés intéressantes de cette
classe de cubiques.

Tout rayon issu de O coupe (A) en un seul point M
ct sur ce rayon il y a deux points P et P/ du licu dis-
tincts de O. L’un de ces points ne peut venir en O que
sil'ona MO = MA, c’est-a-dire que si M est sur la per-
pendiculaire au milieu de OA; soit Dy cette perpen-
diculaire; le point O est un point simple du lieu et la
tangente en ce point est le rayon Op. Au point O cor-
respoud le point & tel que po=pO (fig. 1). Le lienest
dounc bien une courbe du troisiéme ordre.

Remarquons, dés maintenant, que le point A, symé-
trique de A par rapport a (A) peut, dans la construction
du licu, remplacer A; on a, en effet, MA = MA, quel
que soit M. On peut encore dire que P et P’ sont les
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points communs au cercle de centre M et de rayon MA
avec le rayon OM.

I.es dittérents cercles forment un faisceau linéaire : 4
chaque cercle du faisceau correspond un rayon issu de O
et inversement, de sorte que ce mode de génération
du lieu est un cas particulier du mode de génération des
cubiques quelconques indiqué par Chasles. Si OM de-
vient une droite isotrope, c’est une asymptote du cercle
correspondant, puisqu’elle passe par le centre du cercle
et les points P et P’ sont confondus avec I'un des points
cycliques du plan. La cubique est donc circulaire et les
tangentes aux points cycliques, c¢’est-a-dire les asymp-
totes imaginaires, passent par O. Ce dernier point est
donc un foyer singulier de la courbe.

Construisons maintenant l’asymptote réelle. Les
points réels P et P’ ne peuvent s’éloigner a I'infini que
si M s’¢loigne a infini sur (A); 4 la limite le cercle de

Fig. 1.
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centre M se réduit a la droite AA, et 4 la droite de I'in-
lini; le point P’ a pour limite le point ®, intersection
de AA, avec la paralléle a (A) menée par O; le point P
¢st a infini, mais les deux points P et P’ étant toujours
A la méme distance de (A) Yasymptote réelle est symé-
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trique de O® par rapport a (A). Elle passe par = que
nous appellerons le point de section.

Forme de la courbe. — Lesdeux points P et P/ étant
de part et d’autre de (A), et la distance MP n’éiant ja-
mais nulle, ne pcuvent venir se confondre quand OM
tourne autour de O. La cubique se compose donc de
deux séries continues de points : elle est bipartite.

Elle comprend une branche infinie coupant son
asymptote (A') en o et d’an ovale qui passe par O et ®.
Des deux poiuts A et A, I'un est sur la branche infinic,
I'autre sur 'ovale.

Démontrons maintenant le théoréme suivant :

Tatorkme. — Zoute cubique circulaire dont les
asymptotes imaginaires se coupent sur la courbe est
une cubique strophoidale.

Remarquons d’abord que As est paralléle a Dy et,
par suite, perpendiculaire 4 OA. De méme A, est per-
pendiculaire 2 OA,. Supposons que, les points O et 5
et la droite (A) restant fixes, le point A se déplace sur
le cercle de diameétre Os. A chaque position de A cor-
respond une cubique strophoidale et toutes ces cubiques
ont neuf points communs, savoir : quatre points de con-
tact qui sont les trois points & Pinfini et le point O,
puis le point o. Elles forment donc un faisceau linéaire
qui peut étre défini par les deux cubiques suivantes :
1° la cubique formée par les deux droites isotropes is-
sues de O et par (4"): 2° la cubique formée par la droite
de Pinfini comﬁtéc deux fois et par Os.

Cela posé, soit une cubique circulaire ayant un foyer
singulier en O, pour asymptote réelle (A’) et coupant
son asymptote en . En appliquant aux trois points &
Pinfini le théoréme bien connu sur les tangentiels de
trois points en ligne droite, on voil que la tangente en O
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est Os et, par suite, la cubique considérée fait partie du
faisccau linéaire examiné plus haut.
Tangentes aux points A et A,. — La tangente en A
est Ja limite de AP quant M vient en B; orle triangle
MAP étant isoscéle, AP est perpendiculaire a la bissec-

~
trice de P/Ml\i; quand M vient en B cette bissectrice a
pour limite BA; donc la limite de AP est As. De méme
la tangente en A, est A;s. Du point ¢ on peut mener a
la cubique quatre tangentes réelles, savoir: oA, oAy,
c0O ct asymptote (A"). Par suite, de tout point de la
branche infinie on peut mener a la courbe quatre tan-
gentes réelles : deux ont leurs points de contact sur la
branche infinie, deux sur Povale.

Tangentes aux points P et P'. — Considérons un
rayon ON voisin de OM et soient Q et Q' les points du
licu situés sur ce rayon (le lecteur est prié de faire la
fignre). Les deux rayons OM, ON coupent 'asymptote
en R et S. Dans le wiangle ORS, les deux droites PQ
et P'Q’ sont deux transversales réciproques : elles cou-
pent done I'asymptote en deux points symétriques par
rapport au milicu de RS. Lorsque N vient coincider
avec M, les droites PQ, P'QQ deviennent les tangentes
en P et P’y par suite, ces deux taugentes coupent
Pasymptote en deux points symétriques par rapport i R.

Tangentes paralléles a (A). — Une droite quel-
conque paralléle a (A) coupe la cubique en deux points
variables P et Q3 si OP et OQ coupent la courbe en P’
et ' la droite P'() est symétrique de PQ par rapport
a (A). Les deux rayons OP, OQ sont donc deux rayous
homologues d’un faisceau involutif dont les rayons
doubles passent par les points de contact des tangentes
paralléles a (A). Or Og et O®, OA et OA, forment

deux couples de rayons homologues; ces deax couples
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forment deux angles ayant la méme bissectrice; donc
deux rayons homologues quelconques sont également

. qs PN
inclinés sur la bissectrice de AOA, et les rayons doubles
sont les bissectrices de cet angle et de I’angle adjacent
supplémentaire.

Soient Oax’, OBB ces deux bissectrices (fig. 2);

deux des points de contact, o’ et B’ par exemple, sont

Fig. 2.

sur la branche infinie, les deux autres sur 'ovale. En
appliquant le théoréme sur les tangentiels de trois
points en ligne droite on voit que a3 coupe la cubique
en un troisiéme point qui a pour tangentiel o; or ce
troisiéme point n’est ni O ni le point a l'infini, ¢’est
d’ailleurs un point de la branche infinie, donce c’est le
point A. On verra de méme que o B/ passe par A tandis
que af3’ et Ba’ passent par A,.

Une propriété commune a toutes les cubiques circu-
laires nous apprénd que la cubique considérée est anal-
lagmatique par rapport a 'un quelconque des quatre
points aBa/ . On adonc, par exeln[)le,ﬁ.azm.g.
Donc les quatre points BAOa’ sont sur un cercle et 3,
2’3’ sont deux droites rectangulaires. Par suite, trois
quelconques des points de contact afa'[3’ sont les som-
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mets d'un triangle dont le point de concours des hau-
teurs est le quatriéme point.

Points conjugués. — On sait qu'on appelle points
conjugués sur une cubique deux points ayant le méme
tangentiel ; dans une cubique n’ayant pas de points
singuliers, il y a trois genres de points conjugués ; dans
ce qui va suivre nous ne parlerons que des points con-
jugués de méme genre que les points cycliques. On dé-
montre facilement que, dans toute cubique, deux couples
de points conjugués du méme genre et leurs tangentiels
sont sur une conique et réciproquement, si deux couples
de points conjugués et leurs tangenticls sont sur une
conique, les deux couples sont du méme genre :

Or, dans une cubique strophoidale, les deux points
cycliques ont pour tangentiel commun le point O; donc:

Le cercle gui passe par deux points conjugués et par
lewr tangentiel passe par 0.

Tutorime. — Le conjugué d’un point P est le point
Q' situé sur la paralléle a (A) menée par le point P',
intersection de OP avec la courbe.

En effet, appliquons le théoréme sur les tangentiels
de trois points en ligne droite aux trois points de la
droite P'Q" (le troisiéme est & l'infini) et aux trois
points OPP’; on en déduit facilement que les points P
ct Q' ont le méme tangentiel. Lorsque OP vient coin-
cider avec OA, OQ’ vient coincider avec OA;or A ctA,
sont conjugués dujméme genre que les points cycliques,
puisque le cercle déterminé par A A, et o passe aussi
par O. Les points P et Q' sont donc conjugués.

Conséquence. — Le point O a pour conjugué le point
récl a Pinfini, ® a pour conjugué 5. Les trois couples
de points conjugués : (Oo), (®3), (AA,) permetient

’
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de construire la courbe d’'une maniére discontinue par
Papplication du théoréme suivant, di 4 Hesse :

Tutorime. — 8i (aa’) (b)) sont deux couples de
points conjugués du méme genre, les droites ab', b’
et les droites ad', bb' se coupent en deux points conju-
gués du méme genre.

Autre mode de’ génération. — Considérons un rayon
OPP’ coupant la’ courbe en P et P'; soient Q' et Q les
conjugués de P’ et P; les droites PQ, P'Q’ sont paral-
leles a4 (A). Le lieu des foyers des coniques inscrites
dans le quadrilatere PQQ'P’ est une cubique circulaire
dont les six sommets du quadrilatére forment trois
couples de points conjugués ct les deux points cycliques
sont conjugués du méme genre. Ce lieu coincide done
avec la cubique considérée; donc :

Toute cubique strophoidale peut étre, d’une infinité
de maniéres, considcérée comme le lieu des foyers des
coniques inscrites dans un quadrilatére.

Toutes ces coniques ont leur centre sur (A); les deux
foyers de I'une d’elles sont douc équidistants de (A) et
comme ils ne sont pas en ligne droite avec le point O,
ce sont deux points conjugués, En particulier A et A,
sont deux foyers d'une conique inscrite dans le quadri-
latére PQQ'P’; les sommets de la conique situés sur
I'axe focal sont les points y et v’ inlerscctions de AA,
avec PQ et P'QY (fig. 3). Cette remarque nous permet
de construire les points d’intersection de la cubique avec
une droite paralléle a (A). Le probléme revient, en
cffet, & mener du point O les tangentes a une conique
dont on connait I'axe focal vy’ et les deux foyers A
et A,. Elle nous permet encere de donner le mode de
génération suivant des cubiques strophoidales :
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Soient un systéme de coniques homofocales de foyers
A et A, et un point O du plan; le lieu des points com-

Fig. 3.

P’

muns aux tangentes a une conique issues da point O et
des tangentes aux extrémités de 'axe focal est une cu-
bique strophoidale dont O est le foyer singulier.

On obtient immédiatement cette propriété en remai -
quant (fig. 3) que, si PP’QQ) sout les points donnés
par 'une des coniques, on a

. F’/A>'= 9o°
ct, par suite,
MP = MP' = MA.

Zangente en un point quelconque. — Soient P un
point de la courbe, Q le point situé sur la paralléle a
'asymptote menée par P, et Q' le troisiéme point situé
sur OQ; P et Q' sout conjugués; soit R un point voisin
de P; soit RS la parallele a (4) menée par R. Nous
avons vu que P et Q' sont les foyers d’une conique tan-
gente & RO et RS; done, d’aprés une propriéié connue
des coniques, on a

NN
ORQ = PRS.

Faisons tendre R vers P et soit PV la direction limite
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de RP, ¢’cst a-dire la tangeute en P on a

L. N N
limite ORQ’' = OPQ’,
N PN
limite PRS = VPQ;
donc
N PN
orQ = VPQ,

. //\\ A A
ce qui montre que les angles OPQ et VP(Q) ont la méme

Fig. 4.

(D)

bissectrice; il en résulie une construction simple de la
tangente en P (fig. 4).

Cette construction nous permet de déterminer le
tangentiel d'un point en prenant l'intersection de la
langente en ce point avec la langente au point conjugué
ou encore avec le cercle passant par le point, par son
conjugué et par O.



