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[051]
SUR DEUX THEOREMES DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE;

Par M. C. LAMIONL

M. Bianchi, en partant de la formule qui exprime la
deuxiéme courbure d’une ligne géodésique en un point M
d’une surface ('), a démonuré les deux théorémes sui-

vants :

1° St une ligne de courbure est géodésique, elle est

plane.

(") Voir Biaxcui, Lesioni di Geometria differensiale, p. 161,



( 538 )
2° Chaque ligne géodésique plane est ligne de

courbure.

Le but de cette Note est de donner une démonstration
directe et trés simple de ces deux théorémes.

1. Soit L une ligne de courbure et géodésique située
sur une surface; les coordonnées

xr, Yy, 2

d’un point que]conque de L peuvent étre cxprimécs en
fonction de I'arc s de L.
Soient

les cosinus directeurs de la normale a la surface;
cosk, cosy, €o0sf

les cosinus de la normale principale de L; d’aprés hypo-
thése que nous avons posée, nous aurons ()

dr dy  ds _dX  dY _dL

de "ds'ds  ds " dsds’

() X = cosé, Y = cosv, Z = cos .

(1)

En dérivant par rapport & s les relations (2) et en
tenant compte des formules de Serret, on obtient

dX  cosa cosA

das T . T T’

dY cos B cos

. ;a4 _ . o
(3) ds ° T
dL _  cosy  cosy
: ds ° T

. . 1
Si nous exprimons par 7 la valeur commune des rap-

(') Voir Biancui, Lezioni. etc., p. ¢8.



ports
dx dy ds

ds _ ds _ ds

dax T dY ﬁd_l:’
ds ds ds

les formules (3), en tenant compte de la relation (1) et
de I'identité

T — cosa dy cos dz c
g — — cosB, — = cos\
ds ! ds P ds 0

nous donneront

cosx  cosh

{

kcosa =— ’

e T

0 L g cosB  cosp

4 fcosB = — —L — s

° T

cosy  cosv

kcosve=—x—4 — .

| e T

En multipliant respectivement les équations (4) par

cosh, cosp, COSv
et cn ajoutant, on obtient

L
T

d’ou il suit que la ligne L est bien une ligne plane.

2. Pour la démonstration du deuxi¢me théoréme, il
faul remarquer que, d’aprés la nouvelle hypothése

1
=0

rlv k)

les formules (3) (vérifiées aussi dans ce cas) nous don-

neront
dX dY (_i§
ds _ ds _ ds

dr " dy T ds T TF

ds lr s
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d’ou 'on tire
dX:dY:dL = dr:dy:ds;
proportion caractéristique que I'on obtient en se dépla-

cant le long d’une ligne de courbure, et, par suite, la
ligne L est bien ligne de courbure. C.Q.F.n.



