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[F2]
SUR UNE NOUVELLE TRANSCENDANTE OUI TRANSFORME

L'INTÉGRALE ELLIPTIQUE DE PREMIÈRE ESPÈCE EN
UNE INTÉGRALE CIRCULAIRE;

PAR M. E. IAGGI.

Considérons la fonction elliptique

(i) u = sn̂ 7 (modÂ),

dont les substitutions sont

l 4 m K -h 'i niK'-h a?

( '2 ( '2 m -+-1 ) K -h 2 /u K — #

et la fonction circulaire

(3 ) j = sin^.r,

dont les substitutions sont

( 4 m K -h ^
(4) (m o ± i ±

Le groupe des substitutions (4) de la fonction y est
contenu comme sous-groupe dans le groupe des substi-
tutions (2) de la fonction u. Il s'ensuit que la fonction u
de x est une fonction unifonne de la fonction y de x (*).

En effet, si Ton se donne une valeur quelconque
, toutes les valeurs de x qui lui correspondent sont

(') Ce théorème a été démontré par l'Auteur, pour des substitu-
tions quelconques, dans ses Recherches sur la Théorie des Fonc-
tions, Besançon, 1^)7.
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données par les formules

(/H = O, + 1, d=2, . . . ) ,
a: = i('im — i ) K — a

a étant Tune d'elles, et il est clair que les valeurs de
snx qui en résultent sont toutes égales à sna; une
valeur de y ne détermine donc qu'une valeur de a et,
par suite, u est une fonction uniforme de y.

JNous écrirons donc, o étant une fonction uniforme,

sna? = © ( sin - ^

ou simplement

w = o{y) I u = sna*, j ^ = sin -^7 a? j .

Cette fonction cp jouit de propriétés remarquables
que la présente INote a pour but d'indiquer.

i° On a
du dy ~ ,

=== = djr — = —- dx'2

et, par conséquent,

Cette équation, jointe «1 la condition évidente

0(0) = o,

détermine complètement la fonction cp. On peut d'ail-
leurs écrire

Cette équation paraît plus compliquée que celle qui
détermine u comme fonction de x. JNous verrons cepen-



dant que la fonction v{y) a une forme explicite plus
simple <|iie celle de sn#. * <. .

2° On sait que l'intégrale générale de l'équation qui
détermine a = snx est

sn(a?-i- c),

c étant une constante quelconque, c'est-à-dire

où Ton a posé
= s/{\ — iû{\ —

et où \ est une constante quelconque (A = suc).
Il en résulte que l'intégrale générale de l'équation

différentielle à laquelle satisfait ®(y) est

—?i , c'.

' = s i n . fk c ) -
C'est ainsi que se transforme, à l'égard de 'f(y),

théorème d'addition de snj'.
3° Les zéros de ®(y) sont les valeurs de

y==smJLx

obtenues par les valeurs suivantes de x qui sont les
zéros de snx :

Ces zéros sont donc donnés par la formule générale

/ - . . K' an—a-»-
l y = sin —~{imK-\- niW) —àz sinnir.-^ = •:î—-̂ j—

(7) i / «
( ^? e ^j (» = o ,±i , ± a ,

Ces points sont tous purement imaginaires, à l'excep-
tion du point zéro obtenu en annulant n.



Les infinis de <?(y) sont les valeurs de y obtenues par
les valeurs suivantes de x qui sont les infinis de sn.r :

'ïmK -+• (m -h I)ÎK'.

Ces infinis sont donc donnés par la formule générale

( TC r __ . . . T / n . . 2/1 + 1 . K'
y = sin —- |2/«K-i-(a/i-hi)iK 1 ==b sm ir. •??

2 K 2 K

( 8 ) < 2n-h1 2/>+l

_ g * — g 2 / _ _ _ + _ -4-

Ces points sont tous purement imaginaires.
4° La fonction ®(y) est impaire. On a, en effet,

sn(—x ) =—
et, par conséquent,

c'est-à-dire

(9) ?( —7) =—^(r)-

5° La fonction Ç(JK) étant uniforme a des substitu-
tions qui la laissent invariable (*). La manière dont
®(y) est déterminée donne immédiatement ces substi-
tutions. Ou a, en effet,

= snx =

— o sin -^-(a,' + 2mK') = o(bny -î- an\/i — j 2 )

où
Iv' qn q~n

an= sirt niiz - - = ^ — (n = o, ziz i, dz a, . . . ) ,

J£' qTl-{- q~n

bn= cosnir.— = l ^ — («*-+- ôj=i).

Posant

Loc.
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ou voit que o(y) admet les substitutions réelles

qui sont toutes obtenues par répétition ou inversion de
la substitution fondamentale

car ou a

Le changement de x en 4K. -\-x ou en 2K — x ne
donne évidemment pas d'autres substitutions pour la
fonction o (y).

snx n'admettant pas d'autres substitutions que celles
dont nous nous sommes servis, ®(y) n'admet pas
d'antres substitutions que les précédentes.

6° Si, dans l'égalité

011 change x en K. + x, on obtient

cnx

où. ç> est la fonction dont nous avons parlé déjà dans ce
Journal, dont les propriétés corrélatives avec u montrent,
mieux que eux, l'analogie des fonctions elliptiques et
des fonctions circulaires, et dont l'emploi serait de na-
ture à simplifier la théorie des fonctions elliptiques {*).

L'égalité précédente montre une nouvelle corrélation
entre u et ^ : u et v sont la même fonction uniforme,
l'une de sin ~ i , l'autre de cos-^#. Ce fait montre
bien comment, à l'égard de la période réelle 4 ^ j
u joue le rôle de sinus et v le rôle de cosinus*

On pouvait d'ailleurs se rendre compte directement

( l) Sur les fonctions elliptiques de première espèce {Nouvelles
Annales, 1898).
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que v est une fonction uniforme de cos-^a: en remar-

quant que le groupe des substitutions de ros - x

4 m K ± x ( m = o, ± i, d~ 'i, . . . )

est contenu comme sous-groupe dans le groupe des
substitutions de la fonction v

/ | / / i K - h -2niK'±i x (?n, /i = o , d t i , ± : * * , . . . ) .

y° La fonction o(JK) étant telle qu'en posant

on „obtient la fonction w(.r), et qu'en posant

on obtient la fonction v(x), on pourra obtenir de deux
manières diileienles son expression en y\ on a, en
effet,

i — iq-n cos ^x-\- g'*"

X -f- ?*-

— _ L ^ . cos — Ï T ^J ^
i -+- 2 7 2 / l cos -^

( w = i , a , 3 , . . . ) •

Si, dans la première de ces formules, on remplace
siii —' x par j ' , ou si dans la seconde on remplace

cos —̂  x par j , ou a l'expression cherchée de o(y) :

(n = i , 2 , 3 , . . . ) •
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Sur celle formule on vérifie iacilenient les propriétés

que nous avons démontrées plus haut.
Les fonctions

/où y = si n — x ) peuvent aussi s'exprimer par des for-
mules analogues rationnelles. La formule de la dérivée
?'O') s e transforme d'une manière intéressante : on a
en eiïét

y = s\n~x\

d'où
, . . 7Z TT d k'

<$ ( y ) —77 cos — - x = -7— sn 37 = —
' 2K 2K ax J /-

et par conséquent

{ K , . - A-'

(TI = I , a, 3, . . . ; .

8° Si Ton a

on aura
v(x) = <p(v 1 —JK2),

et par conséquent, grâce aux propriétés connues de u
et de v (<)

relations qui peuvent être réunies dans la suivante

( ' ) Loc. c«7. {Nouvelles Annales).
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qu'on pouvait obtenir en faisant cf = i dans le théorème
d'addition (6).

D'aulre part, ce théorème d'addition pourra, grâce à
la fonction y, être transformé au moyen des relations
connues (f )

— A:2 M a

En posant

la première de ces formules donne

7C

2K

En posant

la formule de v{a -{- b) donne

—cpy/i

Ces formules (i4) et ( i5) sont, au fond, identiques;
mais si Ton y fait |3 = a, ou obtient les deux formules
distinctes

(.6)

( 1 7 ) o 2 a 2 - 1 ) = —^

(v / i — a9-)

— a2)

(') £oc. ci7. {Nouvelles Annales).
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qui sont, à l'égard de <p(j), les transformées des for-
mules de multiplication par 2, des fonctions elliptiques
u(ix), ^ (21) . Les formules qui donnent u (3x ) , ç>(3.r),
w(4-r), v(4x)j etc., se transformeraient d'une manière
analogue.

Enfin, on peut transformer l'expression de la dérivée
de la manière suivante; on a

et par conséquent

Ces formules ne contiennent explicitement pas d'autre
irrationnelle que le dénominateur y/i — y 2 . D'ailleurs
'f (y/i —JK2) ne contient pas d'autre irrationnelle que
y/i —y 2 en facteur d'une expression rationnelle. Ces
formules suffisent donc à montrer que <p'(y) est ration-
nelle en y. La transformation de v'(#) ne conduit pas
à d'autres formules.

90 Les formules que nous avons établies permettent
d'étudier facilement les variations de la fonction, réelle^
de la variable réelle cp et de construire la courbe repré-
sentative de ces variations. Remarquons tout d'abord
que cp étant une fonction impaire, la courbe est symé-
trique par rapport à l'origine des coordonnées cp eïy,

t1) Loc. cit. {Nouvelles Annales).
Ann. de Mathémat., 3e série, t. XI\. (Décembre 1900.) 35
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et qu'il nous suffira de faire varier y par des valeurs po-
sitives. Les égalités

<p(o)=O, <?(!)= I

montrent que lorsque y croît de o à T , cp croît aussi de
o à i. La tangente à l'origine est donnée par

La tangente au point i nous est donnée par la dernière

formule que nous avons démontrée pour 3' («8)

Lorsque y croît au delà de l'unité, cp croît au delà de
l'unité et, à partir de ce moment, reste toujours compris

entre i et 7 •

o atteint la valeur -r> pour les valeurs de y données
parla formule

y — sin — [K -i-(in -h i)i'K']
2W-+1 _ 2K-4-1

_ • . „ • . » » + ' . - - K > - ? * + 1 '



qui sont données par l'égalité

• k

Ces valeurs annulent d'ailleurs of et rendent né°a-
tive <f" que l'on calcule facilement; on obtient donc
ainsi des maxima pour <p. Il n'y a de difficulté, pour

trouver le signe <p", que de zéro au premier maximum T ;
A'

on trouve que ®" est négative dans tout cet intervalle,
mais nous n'^n reproduirons pas ici la démonstration,
qui est longue.

z> atteint la valeur i pour les valeurs de y données
par la formule

y = sin — (K -h ini K ) = cos TUT — — —

qui sont données par l'égalité

o(y) = sûx = i.

Ces valeurs annulent toutes ©', sauf la première, qui
est i et pour laquelle nous avons calculé la valeur de cp';
la dérivée seconde cp" est positive en toutes ces valeurs,
sauf en la première, où elle est négative. Ces points pour
lesquels cp = i, <p'= o *>ont donc des minima.

Enfin, si l'on calcule l'intervalle sur Taxe Oy, entre
un maximum et le minimum suivant, ou entre un mi-
nimum et le maximum suivant, on voit que cet inter-
valle croît indéfiniment et au delà de toute limite.

A partir du point j ' = i, la courbe, tout entière con-
tenue entre les deux parallèles i «t £> affecte donc une
forme sinueuse et oscille entre ces deux parallèles de
manière que les sinuosités s'élargissent indéfiniment et
au delà de toute limite.


