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SUR UNE NOUVELLE TRANSCENDANTE QUI TRANSFORME
L'INTEGRALE ELLIPTIQUE DE PREMIERE ESPECE EN

UNE INTEGRALE CIRCULAIRE:
Par M. E. TAGGI.

Considérons la fonction elliptique
(1) u=-snx (mod k),
dont les substitutions sont

fmK +oniK'+ 2
()

[ 202m+ 1)K+ 2K —2z
et la fonction circulaire

.o
(3) y =sin

dont les substitutions sont

{ 4mK +z
. (m=o0,x1,%£2,...).
| 2(em +1)K—=z

(m, n=o0,%1,x2,.

o)

Le groupe des substitutions (4) de la founction y est
contenu comme sous-groupe dans le groupe des substi-
tutions (2) delafonction u. Il s’ensuit que la fonction u

de x est une fonction uniforme de lafonction y de x (*).

En effet, si 'on se donne une valenr quelconque
de y, toutes les valeurs de x qui lui correspondent sont

(1) Ce théoréme a é1é démontré par Auteur, pour des substitu-
tions quelconques, dans ses Recherches sur la Theorie des Fonc-

tions, Besancon, 1897,



dounées par les formules

x=4mK-+a
B (m=o,%xr1,*2,...),

r=32(2m—1)K—a
« étant 'une d'elles, et il est clair que les valeurs de
snx qui en résultent sont loutes égales a sna; une
valeur de y ne détermine done qu’une valeur de « et,
par suite, « est une fonction nniforme de y.

Nous écrirons done, o éltant une fonction nniforme,

\,

sz = o (sin— x
v < 2 K ) ’
ou simplement

\

u=uqc(y) <u=snz‘,y:sm2—K$).

Cette fouction ¢ jouit de propriétés remarquables
que la présente Note a pour but d’indiquer.
1° Ona
du dy

— =dr L S
Vie—u?) (1 — A2u?) ’ Vi—y? 2k

et, par conséquent,

. d» ok d
3) ‘ =20 L.

Vie—et)(1—A2e2) T i—)?

Celte équation, jointe a la condition évidente
v(0) =o,

détermine complétement la fonction ©. On peut d’ail-
leurs écrire
- do _ 2K V(l—92) (1— k2 g2

@_ ;/l——y2

Cette équation parait plus compliquée que celle qui
détermine u comme fonction de x. Nous verrons cepen-
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~ . .« &
dant que la fonction 9(y) a une forme explicite plus
simple que celle de snz. o
2° On sait que l'intégrale générale de I'éqnation qui
détermine u = sna est
su(x—+c),

¢ étant une constante quelconque, c'est-a-dire

wAk + AAw

TN e o )
1 — k2A2ut

ou I'on a posé
Au= (1 —wli— i uw),

et ol k est unc constante quelconque (h = snc).
Il en résulte que Vintégrale générale de I'équation
différentielle a laquelle satisfait o(y) est

| olovimenmeyim) - sl

, .ow
c¢'=sin —c}.
2 K

Clest ainsi que se transforme, a Végard de 2(y), le

(6)

théoréme d’addition de sna.

3° Les zéros de o(») sont les valeurs de

si Tz
= sin —
Y 2K

obtenues par les valcurs saivantes de x qui sont les

zéros de sn.x :
aomK-—+aniK'.

Ces zéros sont donc donnés par la formule générale
- K’ qr—gq—"
= sin — 'K') =+ sinpix — =L —F—
(7) ‘y SIDZK(zan—i—nzl\ K I
7

( <q=e—ﬂ":> (n=o,=%1,£2, ...).

. . .. <1
Ces points sont tous purcment imaginaires, a Pexcep-
tion du point zéro obtenu ¢n annulant 7.
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Les infinis de ¢(y) sont les valeurs de y obtenues par
les valeurs suivantes de x qui sont les infinis de snx :

oamK + (2n +1)iK".

Ces infiris sont donc donnés par la formule générale

.o . .an+1. K’
= sin — + - M=+ sin——~ jr—
y szK[me (2n +1)iK'] === sin SR

(8) ¢ 2n+1 _2nt

[1 2 —_— q 2
_ 20
Ces points sont tous purement imaginaires.
4° La fonction ¢ (y) est impaire. On a, en effet,

sn{—x)=—snxw

et, par conséquent,
- ™ . ™
el — St — T | = — Sin —— @&
: >K 7MIKRT)

(9) o (—y)=

c'est-a-dire

e (¥)

5° La fonction ¢(y) étant uniforme a des substitu-
tions qui la laissent invariable (). La maniére dont
o(y) est déterminée donne immédialement ces substi-
tutions. Ou a, en effet,

¢(y)=snzx =sn(x+ 2niK’)

=9 [Sin 2"‘%(1’*' 2niKl)] = '?(bn}’ +any/1 —}'2)

\

ou
J!
. . q}l___q—ll
Ap=SsSMnin - = +——F n=o0,x1, 2, ...
n K 21 ( ) 3 3 )7
. ! n4- g—n
b, =cosnir~— = 99 (al+ bi=1).
K 2
Posant
Xy = iﬂru pn: bn ({35— ”-71= l),

(') Loc. cit.
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on voit que o(y') admet les substitutions réelles

([O) sn(}’)zpn}/_“u vy:—i,

qui sont toutes obtenues par répétition ou inversion de
la substitution fondamentale
Bly—al/y?— t,
car on a
$a(y) = su—1[s1( )]

Le changement de x en 4K 4 x ou en 2K — z ne
donne évidemment pas d’autres substitutions pour la
fonction o ().

snx n’admettant pas d’aulres substitutions que celles
dont nous nous sommes servis, o(y) n'admet pas
d’antres substitutions que les précédentes.

6° Si, dans l'égalité

.oow
u=snzr=g¢|sin —x),

2K

on change x en K + x, on obtient

cnz T
(11) v:d;i:?(COsmx>,

ou ¢ est la fonction dont nous avons parlé déja dans ce
Journal, dont les propriéiés corrélatives avec u montrent,
micux que cnx, I'analogie des fonctions clliptiques et
des fonctions circulaires, et dont I'emploi serait de na-
ture a simplifier la théorie des fonctions elliptiques (*).

L’égalité précédente montre une nouvelle corrélation
entre u et v : u et v sont la méme fonction uniforme,

. ™ ™ .
l'une de sin SKD Uautre de cos - z. Ce fait montre
bien comment, & 'égard de la période réelle 4K,
u joue le role de sinus et ¢ le role de cosinus.

On pouvait d’ailleurs sec rendre compte directement

(1) Sur les fonctions elliptiques de premiére espéce ( Nouvelles
Annales, 1898).
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que ¢ est une fonction uniforme de cos ;—"K.r en remar-
T

uant que le gr : des substitutions de cos -
quant q "gloupcd substitutions de cos S T

jmK=*z (m=o0,F=1,3F2,...)

est contenu comme sous-groupe dans le groupe des
substitutions de la fonction ¢

smK+oniK' =2 (myn=o0,21,29, ...).

¢

7° La fonction 9(y) élant telle qu’en posant

=sin —
J oKk’

on obtient la fonction u(r), ct qu’en posant

F = 0S8 — o
J SK

on obticnt la fonetion ¢(x), on pourra obtenir de deux
maniéres diflérentes son expression en j); on a, en
effet,
57— x—~2q?'lcos~13,x+q""
H(zx) 2 \/(/ .o K
u = ;/——Z:—é—(—— = 77-‘ sin ‘)th po ]
c0(x) g - 2n—1 22n—1)
\ 1—2 cos .. &+
n q K q

o ki
1-+-2g3"cos K%+ q*r

o __M:ﬂ/_qm%x
. ;/1—:8.(.7,‘) \/l\' 2 n l+2q2n—lcos%x+q2(2n—l)

(n=1,2,3,...).

Si, dans la premiére de ces formules, on remplace

. ' .
sin —, x par ¥, ou si dans la seconde on remplace
Sk X Py, p

™ ) . . e ’ .
cos - X par y, on a I'expression cherchée de o(y):

(12) e(y

): Q:/Eyl—l (I — qZIL)2+ 4q2ny2
‘/Z (] — q?".—l )2+ 4 qilt—1)v2

(n=1,2,3,...).
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Sur cette formule on vérifie {acilement les proprié‘tés
que nous avons démontrées plus haut.
Les fouctions

cnz =y1—o2(y), dnz =y 1 —k2ol(y)

1 . ™ . . .
ou y = sin — x ) peuvent aussi s’exprimer par des lor-
2K
mules analogues rationnelles. La formule de la dérivée
o' () se wransforme d’une maniére intéressante : on a

en ellet

o(y)=snz (y:smz—]\,-a:),

d’ou

, w . d k' "1(’12)91(:1‘)
“()) 00521\-1‘—%51)1‘__“_ "

Vi 8% x)

et par conséquent

4[\ — (l—i—q”)’— qn},‘z
(13) ¢ (¥)=-—— ¢ \//\H[U qin—1)t o fqin—iyr

(n=1,2,3,...).
8¢ Si l'on a
u(z)=o(y).

o(z)=o(Vi—=y?),

¢t par conséquent, grace aux propriétés connues de u
ctde v (')

) =)

—Roi(y)

on aura

— o2 (\/l“—ﬁ'
(=N e

relations qui peuvent &tre réunies dans la suivante

o (y)+ ot (Vi—p?) =1+ ko (y) e (Vi—yt),

(') Loc. cit. (Nougelles Annales).
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qu’on pouvait obtenir en faisant ¢/ =1 dans le théoréme
d’addition (6).
D’autre part, ce théoréme d’addition pourra, grace a
la fonction v, étre transformé au moyen des relations
connues (')

UgVp—+ Pq Up VaVp— Uz Uy

u(a+-b)= —-——°=""_ v(a+b)= —————.
( ) l—i—kzuau,,v,,v,,’ (@+0) 1 —k2uqgupvgvy
En posant
.= . T
a=sin-_a =sin — b
2K’ B 2K 7’

la premiére de ces formules donne

‘ o(ay/1— B2+ By1—22)
(14) ? _ o) e(Vi—B)+o(B)o(Vi—a)
1+ k2o(x)o(B) ¢(Vi— aﬂ)?(\/x—w)

En posant

™
%= Cc05s—a
2K

la formule de v(a + &) doune
Co(af — T a2 T 52)
05) 3

p()p(B)—evi—a?)o(Vi—p?)
1—kro(x)o(B) o(vVi—a?) o (Vi—1p2)

Ces formules (14) et (15) sont, au fond, identigues;
mais si I'on y fait f = a, on obtient les deux formules
distinctes

—y_ _ 29(a)e(Vi—=?)
(16) 9(21‘/1 22) kot () 9?(\/:_‘2)’
o (a) — o2 (\/l — a2 )
kgt ot (Vi)

(17) e(222—1) =

(') Loc. cit. (Nougelles Annales).
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qui sont, a l'égard de o(y), les transformées des for-
mules de multiplication par 2, des fonctions elliptiques
u(2x),v(2x). Les formules qui donnentu (3 x), ¢(3 x),
u(4x),v(4x), ete., se transformeraient d’une maniére
analogue.

Enfin, on peut transformer I’expression de la dérivée
de la maniére suivante; on a

SKVI— )

¢ 2,9 1-—u? k'2 ¢
=u(x)=v(1— Au?)= e 1,
et par conséquent
' s K S
[ 9= (T =321 - kr2(y)]
\ i
K 1=y

K, o(yi—y2)

(18) ' T (i
\

7:‘/11;—}_; ) :/\2—9—2( l_—-)ﬂ)'

Ces formules ne contiennent explicitement pas d’autre
irrationnelle que le dénominateur Vi — y2. D'ailleurs
9(\/ I —yﬁ) ne contient pas d’autre irrationnelle que
\/1 — 2 en facteur d’une expression rationnelle. Ces
formules suflisent donc 2 montrer que ¢'( y) est ration-
nelle en y. La transformation de v/(z) ne conduit pas
a d’autres formules.

9° Les formules que nous avons établies permettent
d’étudier facilement les variations de la fonction réelle ¢
de la variable réelle ¢ et de construire la courbe repré-
sentative de ces variations. Remarquons tout d’abord
que ¢ étant une fonction imparre, la courbe est symé-
trique par rapport a I'origine des coordonnées ¢ et y,

(') Loc. cit. (Nouvelles Annales).
Ann. de Mathémat., 3* série, t. XIX. (Décembre 1goo.) 35
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et qu'il nous suffira de faire varier y par des valeurs po-
sitives. Les égalités

K —02)(] —
<?(J')—2 \/(l 2=k, ¢(0)=0, g(1)=1

11—y
montrent que lorsque y croit de o & 1, ¢ croit aussi de

o a 1. La tangente a 'origine est donnée par

2K
—-

¢'(0) =

La tangente au point 1 nous est donnée par la derniére

formule que nous avons démontrée pour o' (18)
gn="= A'2l m [@(\/' - ’)]
\/l =1

= 2K o im [_—q"”)] L
= Y dy=o o

Lorsque y croit au dela de 'unité, o croit au dela de

P'unité et, a partir de ce moment, reste toujours compris
1

entre 1 ct a
. I .

o atteint la valeur 7’ pour les valeurs de y données

par la formule

y= sinz-ﬂﬁ[l( +(2n+1)iK']

2n+1 2n+1
on+1 . K' 2 4+ 2
== CO0§ —m——1 7'___,1_.____1__
2 K 2

(n=o0.21,%&9,...)
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qui sont données par I’égalité

o(y)=snz = IZ

Ces valeurs annulent d’ailleurs ¢’ et rendent néga-
ti.vc‘cp” que Ton caleule facilement; on obtient donc
ainsi des maxima pour ¢. Il n’y a de difficulié, pour

. . . . 1
trouver le signe ©”, que de zéro au premier maximum ;

Lk’
on trouve que ©” est négative dans tout cet intervalle,
mais nous n’en reproduirons pas ici la démonstration,
qui est longue.

» atteint la valeur 1 pour les valeurs de y doundes
par la formule
— ' —
¥ =sin ;—‘k (K+2niK') = cosm’-.:% = ‘L"_—“)_’I_Z

(n=o0,=%x1,=2,...),

qui sont données par I'égalité

o(y)=-snz =1.

Ces valeurs annulent toutes ¢', sauf la premiére, qui
est 1 et pourlaquelle nous avons calculé la valeur de ¢;
la dérivée seconde »” est positive en toutes ces valeurs,
sauf en la premiére, ou elle est négative. Ces points pour
lesquels 9 =1, ¢’ = o sont donc des minima.

Enfin, si'on calcule intervalle sur I'axe O y, entre
un maximum el l¢ minimum suivant, ou entre un mi-
nimum et le maximum suivant, on voit que cet inter-
valle croit indéfiniment et au dela de toute limite.

A partir du point y =1, la courbe, tout entiére con-
tenue entre les deux paralléles 1 et ;—(, affecte donc une
forme sinucuse et oscille entre ces deux paralléles de
maniére que les sinuosités s’élargissent indéfiniment et
au dela de toute limite.



