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PREMIER CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES »
POUR 1900.

SortTion parR M. A. LAGRANGE,

Professcur de Mathématiques au lycée de Saint-Itiennc.

I. On propose d’établir le fait suivant :

Il peut arriver de deux manicres différentes que
les neuf droites joignant trois points A, B, C & trois
points A/, B, C soient tangentes a une quadrigue :

1° Les trois points A, B, C peuvent correspondre un
a un aux trois points A', B, C par le fait que chacun
des trois quadrilatéres qui ont pour sommets B, C, B/,
CouC, A, C, A ou A, B, A, B a ses quatre points
de contact dans un méme plan, la méme chose n’ayant
pas lieu pour les six autres quadrilaiéres de la figure;

2° Les deux points C et C', par exemple, pcuvent
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jouer un réle & part. Les points de contact 1, 2, 3, 4
des cotés du contour AB'BA’ sont dans un méme plan,
les droites 12 et 34 coupant AB en S, les droites 14
et 23 coupant A'B' en S'5 pour C'A et C'B, la corde
des contacts coupe AB en S, pour CA’ et CB/, la corde
des contacts coupe A'B' en §'; les cing contours ayant
pour sommets les points de l'un des sy stémes

ABA'C, [ A'BAC,

ABA'B,
ABB'(Y, A’B'BC,

ont done chaeun leurs quatie points de contact dans
un méme plan.

II. La figure dépend de dix-huit paramétres.
Pour le premier des deux systémes indiqués, si ’on
se donne la quadrique, les trois tangentes AA’, BB/,
CC' doivent satisfaire & une condition, et le contour
hexagonal AB CA'’BC'A dépend alors d’un para-
metre; la condition en question est satisfaite en par-
ticulier si les trois tangentes AA', BB/, CC' sont con-
courantes. On demande, pour les deux cas, si U'on
peut se donner arbitrairement les six points A, B, C,
AU B, C pour déterminer la quadrique, ou s'ils doivent
satisfaire a une condition et donner lieu & une infinité
de quadrigues; a défaut d’une réponse compléle &
cette partie de la question, on demande d’examiner
au moins le cas ot les droites AA', BB, CC' sont con-
courantes.

PREMIERE PARTIE,

Les propriétés a éablir élant projectives, nous pou-
vons supposer que la quadrique est une sphére. Clest ce
que nous supposerons dans cette premiére partie.

FFaisons une projection stéréographique de la figure;
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soient abc, a'b’c’ les projections des points ABCA'B'C'.
Les cercles de contact des cones circonscrits 2 la sphere et
ayant pour sommets A, B, ..., €' sont projetés suivant des
cercles ayant pour ceatres les points a, b, ..., ¢/; nous
les désignerons par : cercles (a), (b), ..., (c'). Les
cercles (a), (a'), par exemple, sont tangents comme pro-
jections de deux cercles tangents au point de contact
avec la sphére de ladroite AA’. Chaque cercle du groupe
(@) (b) (¢) est donc tangent a chaque cercle du groupe
(@) (d')(c'). Le quadrilatére AA’BB, par exemple,
aura scs points de contact avec la sphére dans un méme
plan, si leurs projections sont sur un cercle. Or ces pro-
Jections sont les points de contact des cercles (a), (b)
avee les cereles (a'), (4"). En représentant par (+ 1) un
contact extéricur, par (— 1) un contact intérieur, on
sait que les quatre points de contact des cercles (a), (5)
et (a'), (4') sont sur un méme cercle si les deux con-
tact de (a) ont le méme produit que les deux contacts

de ().

Dé(finitions. Posons ¢,—== 1. Etant donnés deux

groupes de 3 nombres

(ere22y),  (e1232)),
nous dirons qu’ils sont égaux si 'on a
g, =7t (i=1,2,3),
qu'ils sont symétriques si

g =—cz, (i=1,2,3)
et enflin qu'ils sont inégaux s'ils ne sont ni égaux ni
symétriques.
Les propriétés suivantes sont presque évidentes :
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I. 8¢ deux groupes sont égaux ou symétriques, on a
r
EjEj = E;&j

quels que soienti et j.

II. 8t deux groupes sont inégaux, il existe un seul
systéme ij tel que .
EjEj= E[Ej,

ou, ce qui revient au méme, tel que
- e of
EiE[ = %),

Les deux égalités sont équivalentes, caron passe de la
premiére a la scconde en multipliant les deux membres
par g;e;. Pour les démontrer supposons, par exemple,
tous les e égaux a (4-1); alors parmi les ¢/ 1l yen aun
de signe contraire aux deux autres ct la propriété est
évidente.

”

III. 8¢ 3 groupes (e cx¢y), (5,€5¢y), (sey¢e,) sont
deux a deux inégaux, il n'existe pas un systéme de
nombres ij tel que

Pour s’en rendre compte on peut supposer les
3 nombres du premier groupe égaux a (—+1). Alors on
a, par exemple,

’

=y =1, gy =—1I, d’ou E1Ey = € €},

mais on ne saurail avoir

oAl o
E18y = &) &y,

car ¢} et e, seraient de méme signe, ¢, serait de signe
contraire a celui-la et les groupes (¢'), (&") seraient
égaux ou symétriques.

Cela posé, formons le Tableau des contacts des cercles
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(@), (&), (c¢)avecles cercles (a'), (&), (¢'), les contacts
extérieurs étant, comme nous I’avons déja dit, repré-
sentés par -+ 1 et les contacts intérieurs par —1

(a)| (b)](e)

(a)| = €2 €3

()| &\ | =5 | &

()] ey | &5 | <}

Deux cas peuvent se présenter : 1° les 3 groupes (¢),
(¢'), (") sont deux 4 deux inégaux; 2° deux d’entre eux
sont égaux ou symétriques. Cela résulte de la théorie
des cercles tangents 4 3 cercles donnés ('), (&'), (¢').
On sait, en ellet, que les 8 cercles tangents a ces 3 cercles
se décomposent en 4 groupes de deux, les cercles de
chaque groupe ayant avec les 3 cercles donnés des con-
tacts de méme nature ou des contacts respectivement de
natures contraires.

Premier cas. — Les propriétés (II) et (III') nous
montrent alors que ’on peut trouver trois combinaisons
Pq, s, tu des nombres 1, 2, 3 telles que

ot

A 2 r_n " Mo A o
Epsp = Eqty, EpEp= B¢ty et = Syulu,

par exemple, on peut supposer que 'on a

Donc les 3 groupes de contacts
(aba'b’), (aca'c), (bcd'c)
sont sur un méme cercle et ce sont les seuls. Les 3 qua-

drilatéres AA’BB/, AA’CC/, BB'CC’ ont leurs points de

contact dans un méme plan.
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Second cas. — Les deux groupes (g,c25y), (&) €,¢}),
par exemple. sont égaux ou symétriques. Le troisiéme
groupe (&) ¢’} ) dtant indgal aux deux premiers, il existe
un systéme de deux nombres (i7), ct un seul, tel

"on

®

PP fel —
Ejgj 15/'_3

nous pouvons supposer { =1, j =23 donc

oot o on
213, = E1E,.

©

€12y

La propriét¢ (I) péermet de joindre a ces égalités les
deux suivantes

Chacune de ces 5 égalités exprime que 'un des quadri-
latéres a ses contacts dans un méme plan, car leurs pro-
jections sont sur un méme cercle. Ge sont les quadrila-
Léres

AA’BB’, AB'BC’, AA'BC’, AA'CB, BB'CA".

SECONDE PARTIE.

Etant données deux droites (1), (A’) tangentes & une
quadrique, on sait qu’il existe deux séries de droites tan-
gentes & la quadrique et s’appuyant sur (A) ct (A'). Les
droites de chaque série ont leurs points de contact dans
un méme plan et déerivent sur (A) ct (A') deux divi-
sions homographiques.

Cette propriété bien connue étant rappelée, considé-
rons 3 droites (A), (A7), (A") tangentes a une quadrique;
soit A un point quelconque de (A). Construisons un
quadrilatére AB'CA’ circonscrit & la quadrique, les
points B’, C, A’ étant respectivement sur 4, A”, A;
puis construisons un sccond quadrilatére AC'BA” cir-
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conscrit a la quadrique, les points C'; B, A” étant res-
pectivement sur A", A’y A, et, en outre, la droite C'B
étant de la méme série que B'C, et B”A étant de la méme
série que AB'. Pour que l'on obticunc un systéme de
9 droites analogue au systéme du premier cas, il faut
que les points A’ et A” coincident. Or, si le point A se
déplace sur (A), A et B’ déerivent deux divisions homo-
graphiques, de méme B et C, C et A’; donc A et A’
décrivent deux divisions homographiques sur (4); il en
est de méme de A et A”. D’autre part, on remarquera
que A se¢ déduit de A" de la méme maniére que A’ se
déduit de A.

Done, s'il existe une position du point A telle que
les points correspondants A’ et A” coincident, on pourra
dire que le point A’ considéré successivement comme
appartenant aux deux divisions décrites par A et A’ a le
méme homologue dans l'autre. Ces deux divisions sont
alors en involution et A’ et A” coincident dans toutes les
positions de A.

En d’autres termes, s’il y a un systeéme de g droites
satisfaisant a la question, il y cu a uncinfinité et chaque
systéme ne dépend que d’un paramétre, car le point A
peut étre pris arbitrairement sur ().

Montrons que I’on peut choisir arbitrairement les
deux droites A, A’ etle point de contact de A”. Soit C ce
point de contact; soient A’ ¢t B les intersections du plan
tangent a la quadrique en G avee A et A'. Menons B'A
et BA’ tangentes a la quadrique, A’ étant sur A, B étant
sur A’ et les deux tangentes appartenant a la méme
série. Les cones circonscrits a la quadrique ayant pour
sommets A ct B coupent le plan tangent en C suivant
deux coniques ayanl 4 points communs; soit C’ un de
ces points; AC’, CC/, BC' sont tangentes a la quadrique
ct les 6 points A, B, C, A, B, C' ainsi déterminés ré-
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pondent a la question. 1I en résulte que Pon peut
prendre pour (A”) la droite CC'.

Montrons encore que 'on peut prendre pour A, A, A7
3 1angentes concourantes quelconques. Soit O leur point
de concours, et soient «, 3, v leurs points de contact. Si
le point A de la droite (A) est pris en o, les deux quadri-
lateres AB'CA’ et AC'BA” (voir plus haut) se réduisent
a0B0xet OyOa: les points A’ et A” étant confondus
en a, la condition pour que les droites conviennent est
remplie.

Considérons maintenant 6 points A, B, G, A/, B/, U
tels que les 3 droites AA’, BB/, CC’ soient concou-
rantes, ct nous allons montrer qu’il existe une infinité
de quadriques tangentes aux g droites AA/, AB, ...,
CC'. Soit S le point de concours des 3 droites et soient
o, o', " les points d’interseetion des diagonales des
3 quadrilateres AA'BB, BB'CC/, CC'AA’. Choisissons
arbitrairement le point de contact I de la droite AA’
avee la quadrique cherchiée; si les points de contact de
BB et CC sont 1" et 17, la droite 1I' passe par o etla
droite I'l” par o (d’aprés une propriéié des coniques
inscrites dans un quadrilatére). Lorsque I varie, les
points 1 ¢t 1" décrivent deux divisions homographiques
sil vienten S, il en est de méme de 1”3 donce Il passe
par un point fixe, et comme AC' et CA’ sont deux posi-
tions particuliéres de cette droite, ce point fixe est o”.

On peut donc déterminer 3 coniques I, ¥, ¥ inscrites
dans les 3 .quadrilatéres, les points de contact de ces
coniques avec les droites AA’, BB/, CC/ étant les points I,
I, 1”. Ces 3 coniques tangentes deux a deux sont situées
sur une quadrique répondant a la question, et comme le
point I est arbitraire, il y a unc infinité de quadriques
tangentes aux ¢ droites AA', AB. ..., CC'.



