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[Li5b]
DEMONSTRATION GEOMETRIQUE D'UNE PROPRIETE
DES NORMALES A UNE CONIQUE A CENTRE:

Par M. A. YACQUANT,

I. Tutorime. — Si un point déerit une normale en
w, & une conique C, les pieds des trois autres normales
mendées de ce point & Csont les sommets d'un triangle
dont les poles des cotés, par rapport & G, sont sur une
hyperbole équilatére B passant par le centre de C,
ayant ses asymptotes paralléles aux axes de C et son
centre au point v de G diamétralement opposé & w,.

Cette propriéié est connuc; par exemple, elle est in-
diquée, en partic, sous sa forme corrélative dans I'Ou-
vrage de M. E. Duporeq (Premiers principes de Géo-
métrie moderne, p. 70); on la rencontre aussi dans un
article de.Neuberg (Nouvelle Correspondance mathe-
matique, t. VI),

On peut démontrer trés simplement cette proposition
en se servant de la relation qui existe entre les poles
de deux cordes d’une conique telles que les normales
aux extrémités de ces cordes concourent, savoir : le péle
de l'une des cordes est le centre de I’autre, en appe-
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lant, avec Laguerre, centre d’une droite par rapport a
des axes de coordonnées rectangulaires le point dont
les projections sur les axes sont symétriques, relative-
ment a 'origine. des points ou les axes sont rencontrés
par la droite; celle-ci sera la centrale du point.

Soient P un point de la normale en w, a la conique C
et ay, a,, a, les pieds des trois autres normales 3 C me-
nées par P. La corde w,a, rencontre les axes Ox. Oy
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de Cen §y ety le point @ qui se projette en 3, et y,
sur Ox et Oy estle symétrique par rapporta O du pdle «,
de la corde @y as. Dans le rectangle O3« v, les diago-
nales Oa), 3,7, se coupent en leur milien o’ et sont
également inclinées sur Ox et Oy. Soit O’ le symé-
trique de O par rapport a w,; la droite O'a), paral-
lele a wy o/, et la droite Oo) étant également inclinées
sur Ox, Oy, forment deux faisceaux homographiques;
les rayons homologues et paralléles de ces faisceaux
sont paralléles 4 Ox et Oy ; donc le lieu de o) est une
hyperbole équilatére passant en O et O/, de centre w,.
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Le lieude o4, symétrique de o) par rapport a O, est une
hyperbole équilatére H, passant en O, de centre o dia-
métralement opposé a w; sur C, ayant ses asymptotes
paralléles aux axes de C.

On remarquera qu’il existe une infinité de triangles
tels que a, @y inscrits & H et circonscrits'a C; les nor-
males aux points de contact a,, a,, a; des cOtés d’un
triangle a,as0; avee G concourent en un point situé
sur la normale en w, a G.

Réciproquement, si une hyperbole équilatére H a
son centre en un point v d’une conique G et ses asymp-
totes paralléles aux axes de C, on peut lui inscrire
une infinité de triangles qui soient en méme temps
circonscrits & C. Les normales aux points de contact des
cotés de l'un de ces triangles concourent en un méme
point; le lieu de ce point est la normale menée a G
au point w, diamétralement opposé a w.

En effet, si 'on considére la normale en w, a C et un
point P de cette normale, les tangentes a G aux pieds
a,, a,, a, des trois autres normales menées & C par P
se coupent deux a deux en des points a,, ay, 03 situés sur
une hyperbole équilatére H' passant en O, de centre v,
d’asymptotes paralleles & Oar, Oy. Donc H' est iden-
tique a H.

II. Tatorime. — Le triangle ayayay inscrit a H et
circonscrit aCest aussi inscrit & une conique G, coaxiale

a C.

En effet, le triangle Ox_y_, ayaut pour sommets O

L) @
et les points a 'infini sur les axes O x, Oy, et le triangle
a,asa; sont inscrits dans I’hyperbole d’Apollonius
w,ayazay; donc ces triangles sont conjugués par rap-
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port 4 une conique I' qui aura dés lors pour axes Oux,
Oy. Sil'on prend la polaire réciproque de C par rap-
port a T, on a une conique (' coaxiale & C et inscrite
dans a, a,as; la polaire réciproque de C par rapporta G
est une conique C,, coaxiale a C et passant par a,, ay,a3.
Les normales en ay, ay, a; 3 C concourent en P et les
normales en a,, oy, a3 &4 G, concourent en un point P,
de P'hyperbole équilatére H qui est une hyperbole
d’Apollonius pour la conique C,.

Réciproguement, étant données deux coniques
coaxiales Cy et C telles qu’il existe un triangle a,aya,
inscrit & Gy et circonscrit & G, les normales a C, en
oy ay 2y concourent; il en est de méme des normales
C aux points de contact a,, oy, 23 de C avec les cités
du triangle a,a,a3. Le centre de I'hyperbole d’ Apol-
lonius 2, 2y, est sur C.

Eu effet, il existe une infinité de triangles o, apay
inscrits 2 G, et circonscrits a C; soient T et T’ deux de
ces triangles, il existe une conique ' conjuguée a la
fois aux triangles T et T'; il est clair que si I'on prend
la polaire réciproque de C, par rapport a T' on obtient
la conique C; d’ailleurs le triangle Ox_ y_ conjugué
a la fois par rapport aux coniques C et G, sera conjugué
par rapport a I'; les triangles aja,2; et Ox_y_ con-
jugués a T ont leurs sommets sur une conique qui est
une hyperbole d’Apollonius relative a G;; donc les
normales G, aux points a, 25253 concourent (E. Durorc,
loc. cit., n° 101).

S1 (' est la polaire réciproque de Gy par rapport a G,
le triangle a,aqa; est insctit & G et circonscrit a C'.
Comme C et C' sont coaxiales, les normales a,, a., a;
a G concourent, d’aprés ce qui précéde, en un certain

point P; de plus, I'hyperbole d’Apollonius 22,23 a
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son centre sur C au point w diamétralement opposé an
pied @, de la quatriéme normale menée a C par P; car
si P décrit la normale en w, a G, les points a,, s, 2,
décrivent une hyperbole équilatére passanten O, x_, y_,
de centre w, coincidant avec I’hyperbole d’Apollonius
ay sy relative a la conique C,.



