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[04h]
SUR L'HÉLICOÏDE GÉNÉRAL;

PAR M. l'abbé ISSALY.

On sait que ce nom a été donné au lieu géométrique
représenté par le système

( i ) ^ = rco^Ô, jK = / ' s in6 , JS = y(r) -h aQi

C'est une surface qui jouit notamment de cette pro-
priété que, à l'aide d'une détermination convenable de
la fonction <p, elle devient apte à reproduire toute une
série de surfaces minima allant de l'hélicoïde gauche,
à plan directeur, à l'aljsséide de Bour.

Il s'agit de déterminer cette fonction o par une
méthode simple et directe, n'empruntant rien, ni à
l'équation de Lagrange y relative, ni à l'intégrale de
Mongc, ni, par conséquent, à l'emploi si sujet à cau-
tion (selon nous) des lignes coordonnées dites de lon-
gueur nulle,

A cet effet, nous ferons observer d'abord que, d'après
notre article inséré dans les Nouvelles Annales (p. 56;
1900), la condition caractéristique de toute surface mi-
nima peut s'écrire

(2) — g -hp'—2

Or si, d'autre part, on met le carré de l'élément
linéaire sous la forme appropriée

dS2 = A2 du- -+- A'2 du'*~ •+- 2 B" du du',

laquelle, remarquons-le, entraîne cos<î>— —,, on éta-
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blira sans difficulté les relations de proportionnalité
suivantes :

— 9 == P' _ / ^

X \'

les déterminants bien connus D, iy, D'7 correspondant
(nous permutons les accents dans leur notation habi-

n v -, , . , . dix d2x â2x
tuelJe) aux dérivées respectives •—— ? -j-ny 3—T—,»

' r ôu% du1 du du

II s'ensuit que la condition ( 2 ) peut aussi s'écrire

(2') A'2D -4- A2Df— 2B"D"= o.

Ceci posé, revenons à notre hélicoïde. On déduit
immédiatement de ses équations, dans l'hypothèse de
z< = 9, u'=r :

A 2 = 7'2-f- a2, A'2=H-cp'2, BV=«Cp',

D = — r 2 o ' y D' =—7-<p", D" = a.

Portant ces valeurs dans (2'), on arrive à l'équation
différentielle

équation qu'il s'agit d'intégrer. Pour cela nous posons
d'abord

et, conséquemment,

ce qui nous permet de donner à l'équation (3) la forme,
tout autrement avantageuse,

r(r*-t- a*)f— (/*-+• 2a 2 ) / r 2_ r* — o ,

voire celle-ci

(3') ^ ^
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drFaisons maintenant -^ = v et, par là même,

d2r dv

j r2-\- 'ia* , /* dr
dv — — v dr — — = o.

r(r*-h a2) v(ri-+-a2)

C'est une équation de Bernoulli. On la transforme
en une équation linéaire en y posant v2=w. Elle
devient ainsi
/o*v j 2(r*-h 2a2)
( 3 ) dw — - ~ w dr -

Intégrant et désignant par m2 la constante, on en
conclut

, dr*-2

-ha2)'
d'où

= m § y —

J r /r2 — m2

Pour achever le calcul, multiplions haut et bas par
a- ; nous aurons

z — av = m !

J v

Or si, après avoir posé p = r2 dans la première inté-
grale et — = /* dans la seconde, on fait respectivement
dans chacune

y/(p H- a*)(p — m2) = (p -+- a*)t,

on trouvera enfin
\Jr2 -+- a2 -+- v//'2—

m \Jr2-ha*
— a arc tang — . -h «0 -h G.0 a Jr*—m\
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C'est la fonction qu'il s'agissait de définir. Elle coïn-
cide (au signe près du deuxième terme) avec celle
donnée, pour la première fois, par Sclierk. On constate
d'ailleurs qu'elle reproduit bien, pour 772 = 0, riiéli-
eoïde gauche et, pour « = o, l'alysseide, ainsi que nous
l'avions annoncé dès le début.


