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[04h] )
SUR L’HELICOIDE GENERAL;
Par M. I'abbé ISSALY.

On sait que ce nom a été donné au licu géométrique
représenté par le systéme

(1) x = rcosf, y =rsinf, s=o(r)+al.

C'est une surface qui jouit notamment de cette pro-
priété que, a Paide d’'nue détermination convenable de
la fonction o, elle devient apte A reproduire toute une
série de surlaces minima allant de 'hélicoide gauche,
a plan directeur, a Palysséide de Bour.

Il s’agit de déterminer cetle fouction o par une
méthode simple et directe, n’empruntant rien, ni a
I'équation de Lagrange y relative, ni a lintégrale de
Monge, ni, par conséquent, a lemploi si sujet a cau-
tion (selon nous) des lignes coordonnées dites de lon-
gueur nulle.

A cet effet, nous ferons observer d’abord que, d’apris
notre article inséré dans les Nouvelles Annales (p.56;
1900), la condition caractéristique de toute surface mi-
nima peut s’écrire
(2) —qg +p —2pcosd® =o.

Or si, d’autre part, on met le carré de I'élément
linéaire sous la forme appropriée
dS?= A2 du+ A?du?+ 2B"du du’,
"

laquelle, remarquons-le, cntraine cos® = TR’ on éta-
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blira sans difficulté les relations de proportionnalité
suivantes :

’

-—q9__P _2P
A A, D
il x

les déterminants bien connus D, DY, D” correspondant
(nous permutons les accents dans leur notation habi-
d’x 2xr oz

> ou?’ Juou
Il s’ensuit que la condition (2 ) peut aussi s’écrire

tuelle) aux dérivées respecnves

(2") A2D + A2D'— 2B"D"=o0.

Ceci posé, revenons a notre hélicoide. On déduit
immédiatement de ses équations, dans I’hypothése de
U= Q, u,: ro

A2=r24 a2, A=1+9¢2, B"=a¢,
D =—nre, D' =—r¢’, D'=a.

Portant ces valeurs dans (2'), on arrive a I'équation
différentielle
(3) r(r2+a?)9"+ (r2+2a?)¢'+r2¢"=o,

, . 9. ) . 9. ,
équation qu’il s’agit d’intégrer. Pour cela nous posons

d’abord
z—a():t::{)(r),

et, conséquemment,
r=f), ‘P(’)—f( ¢(r)=— m;

ce qui nous permet de donner a I’équation (3) la forme,
tout autrement avantageuse,

r(r2+a?) f"— (r:+2a?) f'2— r2=o,
voire celle-ci

3") r(l’—i—a?)a——;—(12+2a2)——72=o.
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. . dr . .
Faisons maintenant Z =7 e par la méme,
& 4%, 31 viendra
az = ar’s
ri+4-aa? rdr
—_———dr — ————— =o
r(r:+ a?) v(rt+a?)

do

C’est une équation de Bernoulli. On la transforme
en une équation Linéaire en y posant v?=—w. Elle
devient ainsi

2
(3" dw__z(r2+2a)wdr ardr

r(r2+ a?) Trxe T

Intégrant et désignant par m? la constante, on ¢n

conclut
dar? r2(r2—m?
W = 2= — ( ) .

dz m(r2+ a?)’
C:m m—_hl“—i—l'! dr.
r ;/rﬁ—— m?

Pour achever le calcul, multiplions haut et bas par

y %+ a*; nous aurons

—s—ab=m rdr
fﬁﬂ+mxﬂ—mn
dr

— 2 .
") W@

d’on

Or si, aprés avoir posé p = r? dans la premiére inté-
grale et — = r dans la seconde, on fait respectivement
dans chaclune

V(o +a?)(p—m*)=(p+a’)t,
VO -+atp)(1— m2py) = (1 — m2py) ey,

on trouvera enfin

Vrie-a? +ri—me
m
m ;/r2+ a?

— a arc tang —
@ r2— n?

z=mlog

+al + G.
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Clest la fonction qu’il s’agissait de définir. Elle coin-
cide (au signe prés du deuxiéme terme) avec celle
donnée, pour la premiére fois, par Scherk. On constate
d’ailleurs qu’elle reproduit bien, pour m = o, I'héli-
coide gauche et, pour a = o, I'alysséide, ainsi que nous
I’avions annoncé dés le début.



