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[02]
SUR UNE CLASSE DE COURBES PLANES REMARQUABLES;

Par M. Erxest CESARO.

Il 'y a des liaisons simples ¢t nombreuses enure les
courbes représentées par ]’équation inu'inséque

' dp

(1) s = /W—*'
JVE) -

) et w étant denx constantes, dont la premiére peut étre
prise indifléremment avee le signe + on —. 1l faut re-
marquer que, pour p= — 2, I'équation (1) représente
unc ligne cycloidale, & savoir la cycloide pour =h=1,
une épicy cloide pour 22> 1, une hypocycloide pour
’2<1. En particulier, pour =k =2, 3, §, 3, elc., on
trouve respectivement Uépicycloide & deux rebrousse-
ments, la cardioide, Vastroide, 'hypocycloide a trois
rebroussements, etc. Pour p=—1 la courbe repré-
sentée par I'équation (1) est paralléle a la ligne cycloi-
dale, qui correspond i laméme valeur de . Pour u =1
la méme équation représente une alysoide; et, en par-
ticulier, si =% =, la chainette. Elle représcnte aussi,
pour u== 2 et &= A =1, la chainette d’égale résistance;
pour =4 ¢t =% =23, la lemniscate de Bernoulli;

et :'_—7\:7';.

"

la parabole; pour p=-1 ct

pour * =
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= k=1, 'hyperbole équilatére. Enfin, plus générale-
ment, pour ==k = p. — 1 'équation (1) représente une
spirale sinusoide, pour = A =3 uZ1 une ligne de Ri-
baucour, et pour + k= ;.Lzl une aulre importante
famille de courbes, caractérisées par la propriéié que
leurs circonférences osculatrices, réduites dans un rap-
port constant autour des points de contact correspon-
dants, au lien de passer par un point fixe, comme dans
les spirales sinusoides, ou d’étre normales & une méme
droite, comme dans les lignes de Ribaucour, sont tan-
gentes dune droite fixe. Le casexcepté (Zh=1, u=1)
est celui d’unc alysoide particuliére <9 =a-+ 7;;) > licu
des points milicux des rayons de courbure d’une chai-
nette d’égale résistance.

Prenons comme axes (mobiles) la tangente et la nor-
male en un point quelconque M d’une courbe (1), et
partageons le rayon de courbure en M dans un rapport
constant par un point M’. On sait (*) que les variations
absolues des coordonnées de ce point (x =0,y = kp)
sont données par les formules

(‘).) .I":il-‘—T--—'-Z—-‘—[’ |':fg.,_f,

ds P . ds @

. . . . do
qui deviennent, dans le cas actuel, r =1 — &, y = kjs’

d’out I'on déduit, pour exprimer I'arc de (M'),

ds' R L, [ do\?
75:\/u—/.>-+1\z<£> .

D’auure i)art on a, en vertu de (1),
.P_ p.——— 4 A2 .d_'o>2.
(&)= (@

('Y Geometria intrinseca. p. 20.
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Done, si'on attribue i A 'une ou 'autre des valeurs
suivantes

on obtient deux lignes (M,) et (M,), dont les arces sont

donués par les formules
i
2

dsi (a) dsy _ 1
ds — h+1\a)’ ds T h—1\a

\

2 e~

|

O
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-

de sorte que

hd
(3) (A+1)sy=(h —1)§3= e

=&

. 1
Comme on a, d’ailleurs, — + — = 2, on voit que les

' I Z~“
deux lignes partagent harmoniquement les rayons de
courbure de (M). En outre le coeflicient angulaive de

la tangente 4 (M) est

y_ A dlo__,_\ dp
PSR 75*~\/

Il en résulte que les inclinaisons des tangentes a (M)
ct (M,) sur la tangente a (M) sont deux angles supplé-
mentaires, o et © — o, définis par la formule

oS = ( \)

Donc (M) et (M) peuvent étre considérées comme les
deux branches de l'enveloppe d’une circonférence Q,

-|-;:

Q o

qui joue par rapport a (M) le méme role que la circon-
férence directrice pour les lignes cycloidales, puisque
le centre de courbure de (M), en tout point M, appar-
tient ala polaire de M par rapport & Q. Le centre de Q
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est un point My, dont les coordonnées

, _ 225 do X
() =T ds Y=o

sont proportionnelles aux coordonnées du centre de
courbure de la développée de (M). Donc ce dernier
point s¢ trouve toujours, comme dans le cas (u=—2)
des lignes cycloidales, sur le diamétre de Q, qui passe
par M.

Ce qu’il y a de remarquable ¢’est que les courbes (M,),
(M,), (M,) appartiennent toutes a la classe définie
par Uéquation (1). Remarquons d’abord qu’on a

u

v

do = — — d<3> Toopeote g pds

. sing a 90 ! > 2

d’ou I'on déduit I'angle de contingence de (M) :

’-lj =-(£§i110::<lig’—>(—i—s-
P ‘ 2\

[
0

Les rayons de courbure de (M) et (M,) sont done

X o
24 2\
pym 2R (2]
(h-+1)(>h—p) \a,
"

N R
_ »ha P2
T =1 (2x—p) \(1)

On érilie aisément que les centres de courbure
de (M,) et (M,) sont en ligne droite avec le centre de
courbure de (M). 1l suffitde porter les derniers résultats
dans les formules (3) pour trouver que (M) et (M,)
sont définies, parmi les courbes (1), par les valeurs sui-
vantes des paramétres het w :

N 2 h— 1 N 2k . 211

wo— 2

v v v v

Quant a (M), Papplication des formules (2) aux
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coordonnées (4) donne

. 1 p-+2 [p\¥ .
O

Comme on devait s’y attendre, les tangentes a (M)

et (M,) en deux points correspondants sont paralléles.
11 s’cnsuit
dsg 1 p.—»—2<p>ll dsg ds
- , Ao _

ds ~ 231 —1\a

Po p

—

d’on
[\
\s Apa <ﬂ> i
0:—2—)\—2: ) e T_._’
CH V)

“.'_-) a /o \pt1
po=": (2 .
A2—1p 92 \a

\

L’expression de s, peut étre mise sous une forme trés
simple en remarquant que

‘130:—'1d5=—dT+<?‘y——l>ds=__dz_‘_ ds ,

22—
d’ou

s=(h2—1)(so+ ).

Enfin, par I'élimination de g entre les égalités (5), on
arrive a voir que, dans la classe (1), la courbe (M,) est
caractérisée par les valeurs suivantes des parametres h
et

A 7

) o = -
o L

T o1

On suppose, bicn entendu, que (M) ne soit pas pa-
ralléle 4 une ligne cycloidale. Dans ce cas (u=—1) la
seconde formule (5) montre immédiatement que (M,)
est une circonférence. Il faut remarquer aussi, dans le
cas général, que le rayon de Q, évidemment égal i *

n
A S S . l";(i)rl,

sing  2?-- 1 coss Wr—1\a
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peut éwre mis sous 'unce ou Pautre des formes suivantes :

N
Ao Qa

Mg
R = ¥t R = 22
Ay 1 Ao =41

d’ou I'on déduit que (M) n’est autre gue la ligne (M,)
rvelative a (M,), en méme temps qu'elle est la ligne (M)
relative a (M,). On remarquera, cn particulier, que
si (M) cst une ligne de Ribaucour (h=1u), il en est
de méme de (M), et que les deux lignes admettent la
droite (M,) comme directrice, tandis que pour (M, ) on
a Ay ==. Il en résulte que toute courbe (1), & para-
metres égaux, peut &ure considérée comme Penveloppe
des circonférences décrites des points d’une ligne de
Ribaucour comme centres, tangentiellement a la di-
rectrice de celte ligne. On peut aussi la considérer
comme le lienwdes conjugués harmoniques, par rapport
aux rayons de courbure d’une ligne de Ribaucour,
des points de rencontie des normales i cette courbe
avec la directrice; et les centres de courbure des deux
lignes, en deux points correspondants, se trouvent tou-
jours sur unc perpendiculaire a la directrice. Nous n'in-
sistons pas sur une foule d’autres propriéiés, qu’il serait
aisé de déduire des formules qui précéedent.



