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[G2]
SUR LES SUBSTITUTIONS UNIFORMES
ET LE PROBLEME DE BABBAGE;

P M. E. IAGGI.

MM. Leau ¢t Lémeray sc sont occupés a plusicurs
reprises, dans ce Journal ct dans d’autres Recueils, des
fonctions itérées

,//I(-T) "—_‘fn——l [‘fl("r)l

en supposant que Vitération de /) ne produise qu’un
nombre fini m de fonctions distinctes, ¢’est-a-dire que

f/n«}»l(x) =2,

et \l. Leau a notamment démontré que, lorsque les f,
sont uniformes, elles sont algébriques ct linéaires ().

Or on peut démontrer que ces fonctions sont lindaires
non seulement dans le cas particulier d'un groupe d'un
nombre fini de substitutions obtenues avec une scule
substitution fondamentale f;, mais méme dans le cas
général d’'un groupe de substitutions uuniformes, en
nombre quelconque fini ou infini, obtenues par répé-
titions et combinaisons de¢ substitutions fondamentales
en nombre quelconque.

On sait que, si f, () est une substitution d’un groupe
quelconque, la fonction f_,(x), obtenuc par inversion
de fu, fait aussi partic du groupe (2) (dans le cas par-

(') Sur les fonctions iterees. Note de M. Leau parue en 1898 dans
le Bulletin de la Soci€te Matheématique.

(?) Recherches sur la Theorie des fonctions, par M. Iaggi. Be-
sancon. 1897,
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ticulier précédent, f, et fin, fp €t fiu_py sont inverses
deux a deux); il s’ensuit que, si f, et f, sontuniformes,
elles sont linéaires. On peut d’ailleurs entrer dans plus
de détails.
Soit s une substitution d’un groupe donné quelconque,
et soit

(1) s=f(x)

la formule de s, qui Pexprime en x au moyen d'opéra-
tions qu’indique f.

Le groupe qui contient s contient aussi son inverse 5
que Pon peut écrire

(») 7= olz),
ot o est obtenue par inversion de f5 or de (1) on tire :
(3) r=o0(s).

Si donc s et 5 sount des fonctions uniformes de .r,
c'est-a-dire si f(x) et o(a) sont uniformes, (1) et (3)
font voir que s et 2 sont fonctions uniformes 'une de
Pautre, c’est-a-dire sont lides par nne équation du
premier degré par rapport a chacune d’clles, ou enfin
que s est unc fonction lindaire de x, et alors il en est
évidemment de méme de 5.

Il en rvésulte que, si un groupe d’un nombre quel-
conque, [fini ow infini, de substitutions obtenues au
moyen de substitutions fondamentales en nombre
quelcongue, ne contient que des substitutions uni-
formes, ce groupe est exclusivement composé de sub-
stitutions linéaires.

On peut aussi énoncer ce fait de la maniére suivante :
Si un groupe formdé d’un nombre quelconque, fini ou
infini, de substitutions avee des substitutions fonda-

.
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mentales en nombre quelconque, n’est pas exclusive-
ment composé de substitutions linéaires, ce groupe
contient des substitutions non uniformes.

Les considérations précédentes montrent encore que
si I’on veul constituer un nombre fini m de substitutions
avec une scule substitution fondamentale f,(x), cette
fonction doit éwre algébrique.

En effet, si fi(x) était ranscendante, uniforme ou
non uniforme, son inverse, qui fait partic du groupe, le
serait aussi; or de deux fonctions transcendantes in-
verses I'une de lautre, 'une au moins a une infinité de
valeurs, sinon ces fonctions sont algébriques; toutes
ces déterminations devant faire partie du groupe, on
voit que le groupe ne peut se composer d'un nombre
fini de substitutions si fi (&) n’est pas algébrique, ainsi
que toutes fes auntres fonctions f, obtenues par répéti-
tion de fy(a); il est évident d'ailleurs que, si fi(x)
salisfait a cette condition, toutes les autres y satisfont.
Si maintenant on considére un groupe d’ordre quel-
conque p, cest-a-dire formé aun moyen de p substitu-

tions fondamentales
Jio S S e P

ce groupe contienl comme  sous-groupe le groupe
d’ordre un, formé au moyen d’une seule, f; par exemple,
des p substitutions fondamentales; or nous venons de
démontrer gu’un tel groupe d’ordre un ne peut éure
composé d’'un nombre fini de substitutions que si f, est
algébrique : il s’ensuit qu’a fortiors le groupe d’ovdre p
censidéré ne peut étre composé d’un nombre fini de
substitutions que si ses p substitutions fondamentales
et, par suile, toutes les autres sont algébriques.

Cette condition nécessaire n’est pas suffisante; on
connait trop d’exemples de groupes de substitutions
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algébriques en nombre infini pour qu’il soit utile d’in-
sister,

On peut cependant caractériser davantage les groupes
d’un nombre fini de substitutions obtenues, soit avec
plusieurs substitutions fondamentales, soit avec une
seule :

Si

Jio S ooy Suy ooy Sm

sont les m substitutions algébriques d’un groupe d’ordre
quelconque, le produit

F(-"):—[If,,(-T) [n=0,1,2,..; folz)=1x]

reste invariable quand on substitne & 2 une quelconque
des fonctions f,, :

Flfu(z)] =F(x).

Or cette fonction est algébrique. Considérons donc
une fonction algébrique quelconque, uniforme ou mul-
tiforme,

y=F(x)

dont Vinverse, la fonction x de 3, ait m 4+ 1 valeurs; les
Sonctions [ déterminées par I’équation

F(f)y=F(x) (Y

sont les fonctions les plus générales qui forment un
groupe de m — 1 substitutions (y compris la substitution
identique fy=wa), F'(x) ne restant assujettic, bien
entendu, qu’a ces conditions : 1° d’étre algébrique;
2° d'avoir pour inverse unc fonction ayant m -1 va-
leurs.

(') Le cas ou F(z) est rationnelle el de degré m -1 en z n'est
qu'un cas particulier auquel ne peuvent sc ramener tous les cas
possibles des groupes considérés (loe. eit.).
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Les groupes obtenus ainsi ne sont pas nécessairement
du premicr ordre. Ceux qui sont du premier ordre
forment la solution la plus générale du probléme de

Babbage :

Déterminer des fonctions itérées en nombre m telles
que

(H S (Z) = fu| fr(2)] = 2.

A ce sujet il y a licu de remarquer que, dans la solu-
tion qu'en a proposée Babbage, solution reproduite
dans quelques Traités d’Analyse ('), entre une fonction
arbitraire, ce qui serait en contradiction avec nos con-
clusions.

Si f, est une solution particuliére de I'équation fonc-
tionnelle précédente, par cxemple une substitution
linéaire, il forme la fonction

(3) e1() = Yt | fila ()]},

ou ¥y est unc fonction arbitraire, cc qui donne, en

écrivant Yo au licu de ¥ (x),
(6) 02(2) =¥y fithr by 14y 2.
Or, ¥, cty_, étant inverses 'une de l'autre, il suppose
que
(7) Wbz ==,
pour en conclure

(8) 93(x) = Y_y fulyz.

Mais ceci suppose que 4,z est uniforme (transcen-
dante ou algébrique). En cffet, si 4, (x) n’est pas uni-
o] l J i

(U3 Lavwexry, tnalyse. v VI
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forme, ¢;4_,x ne l'est pas non plus et a plusicurs
valeurs; parmi ces valeurs se trouve x, mais les autres
valeurs ne peuvent &ire x, sinon $x serait uniforme,
et Ja formule (8) n’est équivalente a la formule (6)
qu’autant que Yx cst uniforme.
Le but de la formation (5) de 2, étant de pouvoir
écrire
g1z = by fr}i2,
U}

Gy = .~1,/5'§/1~L',
‘Pm+l(x): d{—lfm*—lq‘l(x = 41—1":'11“ =,

on doit tout d’abord supposer que 4, (x) est uniforme.

Mais on peut remarquer en outre que, si & _,xn’est pas

uniforme et a, par exemple, p valeurs, chacune des

fonctions o, a p valeurs. La derniére, par exemple,

qui est égale a Y_y 4, x, ne se réduit a x que si $_y est
i ; . . Ll e i

unilorme. Supposons, par exemple, que Uy, qui est uni

forme, soit égale & sinx. On aurait

X . { v +a2nm,

Pm1Z = Yy x = arc sin(sinz)= .

[ (20 +—1)7 — =.

(n=o0,=%=1 292, ...

Si 4, est une fonction rationnelle de degré p en wr,

Y_, ap valeurs.

i

Done, dans aucun cas, ni 4, ni 4_; ne peavent étre

multiformes, ct, par conséquent, ces deux fonctions
inverses 'une de Dautre ne peuvent éire que li-
néaires. Mais alors les fonctions o, sont elles-mémes
linéaires. Le procédé de formation des fonctions v, par
la formule de Babbage, qui n’est valable que pour des
fonetions & linéaires, ne doune done rien si l'on se
sert de fonctions f, linéaires, car on sail trouver dirce-
tement tous les groupes de m substitutions linéaires.
Cependant, si Pon connait une solution f; non linéaire
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de l'équation (4), la formule (5), o ¥ est une fonction
linéaire, conduira a d’autres groupes de m substitutions.
L) el
Mais ce ne scront encore évidemment que des solutions
particuliéres du probléme de Babbage.



