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[B7b]
SUR LES INVARIANTS DE LA FORME BIQUADRATIQUE BINAIRE;
Par M. V. JAMET.

1. Je me propose de montrer comment la méthode de
Ferrari, pour la résolution de I'équation da quatriéme
degré, fait connaitre les invariants proprement dits de
la forme biquadratique binaire, et aussi les coeflicients
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de I'équation aux rapports anharmoniques des racines
de I’équation biquadratique.

M. Niewenglowski, dans son Cours d’Algébre,
tome I, page 4353, fait observer que 1’équation résol-
vante de Ferrari admet pour racines les valeurs que prend

I'expression
X1 Ty + X3,

lorsqu’on y remplace, de toutes les maniéres possibles,
Zy, Xy, T3, z; par les racines de 'équation biquadra-
tique proposée. On peut adapter comme il suit, aux
formes biquadratiques binaires, la remarque que nous
venons d’énoncer.

2. Soit
S=ar 4+ (bxdy + Gcary? + jdaxy3+ eyt

unc forme biquadratique donnée. On aura identi-
guement

af =(azx?+20xy + hy?)

—[2(=3ac+202+ah)x?+ {(bh—ad)zy + (2 — ae) y?])*

et la forme proposée scra décomposée en une différence
de carrés ou en un produit de deux formes quadratiques
binaires, si 'on a

(2) 2(bh—ad)? —(—3ac+2b2+ah)(h*—ae) = o.
Soit 1 une racine de cetic équation, telle qu’on ait
ht—ae = o.

On pourra transformer I'identité (1) comme il suit:
af =(ax*+ 2bxy + hy*)?

-2
— h_gl__%p(bh — ad)z + (h*— ae) )|
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ou bien

Vi

[ax2+ N ( b— 2";"2
ae /

af = [ax2+fz<[) bh — >zy+(h+\/h-—~ae)y]
)a‘ +(h—yhr—ae ae)y‘l]

ct 'on voit que si I'équation
f(.Z‘, ') =0,
adnet pour racines zy, Zy, Z3, &4, on aura, par excmple,

/1+\//12—ae_1_f h— I —ae
a

13, Yy T W,

d’ou Von déduit
(3) T\ Xy 4 Ty h
N 4 r = —
142 3L 2a
3. Ceue relation subsiste si 'on suppose 22 — ae = o.
Car alors on trouve aussi, en vertu de (2),

bd — alh = o
ct I'dentité (1) devient

af = [ax‘-’—l— 2(b+V3ac—20—ah)zy + /l_)/2]
[az?— 2 (b —3ac—s2br—ak)ay + hy?].

On cn déduit encore la relation (3); et celle-ci en-
traine, comme conséquence, la remarque énoncée plus
haut, a condition que dans I'équation (2) on fasse la
substitution 2 = 2 at.

4. Supposons maintenant qu’on ait décomposé la
forme f en un produit de deux facteurs quadratiques,
savoir :

(222 -+ 23ay -+ 1y?) (2 22+ 2 ay +{'y?);
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on sait que les expressions
pr—ay, fr—a'y
sont des invariants du second ordre, de telle sorte que

leur produit est un invariant de quatriéeme ordre. Mais
si les équations

ar?+28x +v=0, dxt+2lz+v=0

ont pour racines, respeclivement ,, Xa, el Zj, Zj, on

aura
2 N a? 2
Br—ay = ”4‘(‘751—12) )
22
pr—ay = —4"(1‘3—1“'.)2
ct
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(Br—ay) (32— 2y) = S (m— @)t (72— )2

a2
= E(“’lxa'i—-’l‘zl‘b—x'zl‘s*—xxxz)i-

Soient /iy, lia, Iy les racines de équation (2). On en
déduira
. ' I .
(B2—ay)(P2—a'y) = 5 (fy— he)?

N

et (/e — o) sera un invariant du quatriéme ordre,
ainsi que (/g — /i3)* et (i — h;5)*. Donc la somme

(hy— ha)? + (ha— Ry )2+ (hg— Iy )2
scra elleeméme un invariant du quawricme ordre. Or
cette somme est égale a

23+ hi+ h3— byho— hohs— h3hy)
ou bien a

(4) 2[(IL|+ Ilg—i— Il;)"’—- 3(]21/12+ ]lghg,—{— ]llha)].
Mais P'équation (2) se développe comme il suit:

h3—3ch+4 (40d —ae)h — 2ad?+ 3ace — 2e02+ c3 = o.
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Donc I'expression (4) est égale, a un facteur numé-
rique prés, a
3c2— 4 bd + ae,

ct celle-ci est un invariant du quatriéme ordre.

5. Le produit
(hl -_ hg )2 (hg _ }L,; )2 (113-— h1 )2
est aussi, d’aprés ce qui précéde, un invariant du dou-

ziéme ordre. Mais, pour calculer ce produit, il est
propos de transformer 1'équation (2) comme il suit :

(h—c)P+(4bd—ae—3c2)h— 2ad>+ 3ace—2eb2+ c3=o0
ou bien
(h—¢)3+ (4bd—ae—3c?)(h—c)
—2ad?+ 2ace —2eb2— 2¢3+ 4bdc = o;
puis, ¢n posant
h—c=), 4bd —ae —3c2=—S8,
ace +20cd —adt— eb? — 3 =T,
on trouvera finalement
B—SA+2T=o.
Siles racines de cette derniére équation sont i, Ay, Xs,
on trouvera
(fey— hy)2 (hy— h3)2 (hy— y)?
=(M— 222 (A —A3)2 (A3 — M) = 4(83— 27 T2).

Donc T2 est un invariant du douzi¢me ordre, et T est
un invariant de 'ordre 6.

. . S3 . .
6. 1l s’ensuit aussi que le rapport 73 €st un invariant

absolu de la forme biquadratique. La méthode ci-dessus
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permet de montrer aisément comment ce rapport inter-
vient dans la formation de l’équation aux rapports
anharmoniques des racines de I'équation f(z,1)=o.
En effet, si Von désigne ces racines, comme nous I'avons
déja fait, par x,,:zn_,, &3, 24, I'un des rapports anharmo-
niques qu’clles déterminent est égal a

(23— xy) () — 23)

(3 —a2) (2, — 1)

ou bien a
Tyd, — Ty Xy — X T,

T3
b
XT3, + Xy Xg — Xy, — Xy Xy

et, par conséquent, chacun des six rapports anharmo-
niques considérés cst égal a la valeur que prend Iex-

pression
Ly — )‘/l
1o— g

lorsque i, /i, A désignent une quelconque des permuta-
tions des indices 1, 2, 3. Soit donc g un tel rapport

anharmonique, et soit

Y
L S

On en conclut

= =Ry Qu— e Oy —2y)2
o T M =Ry AM— (hy— h2) (hy— £3)

Soit encore
e 8 T = (),

Pégalité précédente donnera

L O3 70 2k (g hg ) q) = 502
o+ - = )
2 C?(w)
»S + 3A}
=733 Cs
On en conclut
= _Sleti?
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D’ailleurs, on déduit de I’équation 2(h)=o,
MOI—S)— 4T =0,
cl, par conséquent,

S3(p+1)2[—202+5p—n]2

27 (pP—p + 12 —i=o

ou encore
S3(p+1)2(2p—1)2(p—2)2—108T2(p2—p +1)2=o0.
Telle est I'équation cherchée; elle montre que le
3

apport o est la valenr que prend la fracti
IHPPOI T2 es a valeur qUL 1)['(," a jracLion

103<P~1_9 )2
(p+1)* (20 —1)*(p+2)

quand on y remplace p par'un quelconque des six rap-
ports anharmoniques des racines de l’équatiou

Sz, 1) =o0.

7. Nous terminerons ce travail en indiquant un pro-
cédé de calcul trés simple pour ramener une forme qua-
drique binaire a la forme canonique

Az + 2Bx? y2+ Cyt.
Soit encore

f=azt*+ {bxdy + 6ex?yt+ fdxy’+ eyt
la forme donnée. I'aisons la substitution
z =ax' + 3y,
y=z+y,
ct, dans I'expression de la forme transformée, calculons

les coefficients de z'?y' et z'y'3. Ces coeflicients sont

dgaux a

ilaadB + b(ad+3228) ~3c(22+ aB) + d(x+3B) + ¢
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ct a
4laaps+ b (B3 -+32p%) +3c(B2+af) + d(B +32) +e].
En égalant ces coeflicients a zéro, on trouve deux

équations qui, retranchées membre a membre, donnent
lieu & I’équation suivante :

(5) axB(a+8)+b[(a+B)2+22B]+ 3c(a+B)+2d =o.
En les ajoutant membre & membre, on trouve

axd[(a~+B)?—2a3]+b(2+B)
+3c(a+B)+4d(a+B)+2e=o0. .

(6)

Puis, en multipliant les deux membres de (5) par
o+ B, ct retranchant (5) et (6) membre a membre, on
trouve encore -

(7) axa?ft+ baB(a+B)—d(a+f)—e=o.
Soit
(8) aaB +b(a+ B)y=2.

Les équations (3) et (7) se transforment comme
il suit :
(9) (A+3¢c)(a+B)+20aB+2d=o,
(10) d(2+B)—ra+e=o.

Eliminant « + 3 et a3 entre (8), (9) et (10), on
trouve, pour déterminer A, équation suivante :

a b —
(0’ | 26 2A+3¢c ad |=o,
—A d e

que U'on raméne & une forme plus symétrique par la
substitution
h=—c+ 2.
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En effet, on trouve ainsi

a b c—ap
b c+ d =o,
c—aou d e

et cette équation se raméne a la forme
AM3—SW+9o2T =0

par la substitution = — Zzi

8. Mais, en faisant la substitution z = aa’+ By,
y=4a'+y', nous supposons essentiellement que son
déterminant « — 3 n’est pas nul. Si la résolution du
systéme des équations (g), (10) et (11) donnait o = 3,
la constante o qui figure dans cette derni¢re égalité
devrait vérifier les équations (5) et (6), et Pon au-
rait f(a, 1) =0, f(, 1) = o. L’équation f= o aurait
alors au moins une racine multiple, et la réduction de la
forme f, réduction possible chaque fois que I'équation
n’a pas de racine triple, n’offrirait qu'un intérét secon-
daire; c’est pourquoi nous nous abstiendrons de déve-
lopper la discussion dans ces cas particuliers.



