NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

L. RIPERT

Sur la simplification des formules d’angles
et de distances en géométrie de I’espace

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 19
(1900), p. 409-419

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1900_3_19_ 409_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1900, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1900_3_19__409_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

[K13a]
SUR LA SMMPLIFICATION DES FORMULES D'ANGLES
ET DE DISTANCES EN GEOMETRIE DE I'ESPACE;

Par M. L. RIPERT.

Nous supposons connues les formules métriques rela-
tives aux ¢léments du premier ordre en coordonnées
obliques; mous nous proposons d'indiquer un moyen
de simplifier leurs formes et, par suite, d’en faciliter
I'application. Nous nous abstiendrons en général de dé-
monstrations, la plupart d’entre clles ne différant pas,
une fois les notations adoptées, de celles qui sont clas-
siques.

DEFINITIONS ET NOTATIONS.

1. Par rapport au triédre coordonné

Ozys(y0s=x% 202 =p, 0y =),



les équations

(x——« y—=8 _ z—*r)

a b T ¢
d’unc droite D peuvent s’écrire sous la forme détriplée

S A(y,3)=cy—bs—(cB—by) =o,
B(s, ) =az—cxr —(ay—ca) =o,

(D)
C(z,y)=bxr—ay —(ba—af)=o.

Ce sont les équations des plans projetant D sur les
trois plans coordonnés. Deux de ces équations sont né-
cessaires ct suflisantes pour déterminer D3 mais on peut
dire aussi gue D est représentée par les 1rois équations
A=o0, B=o, C=o0, étant eutendu que deux quel-
conques entrainent la troisi¢éme, ou, ce qui revient aun
méme, qu’elles sont liées par la relation

Aa+Bb+Cc=a.

Une seconde droite

D'<f;’,i' =

a

sera représentée de méme par les trois équations
A'=o, B'=o, C'=o.
Nous prendrons Péquation d’un plan P sous la forme
P(x,y,5)=ur+vy+4+ws+r=o,

]a méme é(]ualion accentuée l'cprésentaut un S(‘C()Il(l

plan P/, ...

2. Nous désignons la fonction sphérique par ®(a, 9, 2),
son discriminant par A et la fonction adjointe par
W(x,y, 5). End’autres termes, nous posons
DP(2,¥,3) = 22+ y2+ 32+2)35 COSA- 25Z COS L + 2Ly COSY,

A =1+ 2c0skcospCOSY— cOS?A — cOos2z —— cOs?y,

W(x,y,3)=Sx?sin?X + 2T y3(cospcosy — cos ).
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On sait que, Ox)yz élant un véritable triédre, A est
toujours compris cntre o et 1; on peut donc poser
A =5sin?0; sin® est dit le sinus du triédre des coor-
données.

ANGLES ET PERPENDICULARITE.

3. Les angles de deux droites (D, D'), ou de deux
plans (P, P'), ou d’une droite (D) et d’un plan (P), sont

rvspcclivemcu[ dOlllIéS par lCS f()l'[lllll(‘S

a'®,+ b0 )+ c' P,
TR RO TC SR
W, oW, @' W,

2 /W, v, w) W, v, w')’
(3) sin(D, P) === (iu;*‘bv_—kcw)siné)—
Vo (a,b,c)W¥(u,v,w)

(1) cos(D, D)y ==

(2) cos(P, P'y==

La condition de perpendicularité de (D, D’) ou de
(P, P’) résulte immédiatement des formules (1) et (2).
Les conditions de perpendicularité de D et de P, beau-
coup plus faciles a déduire des formules (1) et (2) (*)
que de la formule (3) peuvent s’écrire indifféremment
sous les deux formes

o, @) b, a b _ ¢

£ — — — =
4 el ou =TT =W
() u v w ¥, v, v,

Les équations de direction des plans P perpendicu-
laires a D ct des droites D perpendiculaires a P sont res-
peetivement

r Y z

3 P! b,y Dl = t — = = .
(J) al +— Py ¢ o € ' ‘If:, w:‘v

(1) On trouve trés aisément les deux formes en exprimant que :
1° une droite arbitraire paralléle a P est perpendiculaire a4 D; 2° un
plan arbitraire paralliéle a D est perpendiculaire & P (voir au n°9).
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L’équation du plan mené par D perpendiculairement
aPest
(6) AV, + BW,+ CW¥,,=o.

4. La projection orthogonale (x4, ¥4, 2a) du point
(xey 1, 2¢) sur D et la projection orthogonale
(xpy ¥py 2p) du méme point sur P ont respectivement
leurs coordonnées donuées par

Te—% _ Ya—PB _ Za—N

(=) a b c
’ _ Pu(zi—a) + P, (y1—B) = Pe(s—7)
- 2®(a, b, c) ’
(8) e Ye X Ep S Pz, y1.31)
W, v v, 2 W (u, v, w)

La projection orthogonale de D sur P résulte de la
formule (6).

DISTANCES.

5. La distance du point (x4, ¥y, 5¢) au plan D est
(en valeur absolue)
P (21, ¥1, 31) sin®

VU0, w)

(9) Ap=

d’ou il résulte que : 1° le volume d’un parallélépipéde

q I PP
dont @, b, ¢ sonl lrois artes contigues faisant deux a
deux les angles X, u, v, est

(10) V = abcsinB;

2° la distance des plans paralléles

\

o)

i

r
<ux+vy+ W"~'+21"

est
(r—r')sin®

V4w, v, &)3’

(11) Appr =
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3° la plus courte distance de deux droites D, D' est

) _ [Le—a)+M(B—p)+ N(y —y)]sin®
(120 Ao V(L M, N)

ou
L=0bc"—cb, M = ca'— ac', N =ad'— ba'.

6. Les équations de la perpendiculaire commune a D
et IV sont [formule (6)]
(13) AV, +BWy+CWy=o0, AW+ B W+ CW=o.

7. La distance du point (xy, 34, 2,) & la droite D
est donnée par la formule

(14) AD:\/‘U[A(}’hza),B(zn 4 ), C(z‘h}’i)].

®(a, b, c)

Démontrons directement cette formule de forme nou-
velle :

On reconnait aisément (') que les coordonnées [for-
mule (5)] de la projection de (x4, ¥4, 54) sur D peuvent
s¢ mettre sous la [orme

X — Ty Yd—Y1 Sd— 31 I

B®,—Co®, Cd,—Ad, Ad,— Bb, 20(a,b,c)

ou A, B, C représentent respectivement A( y,, z,),
B(zy, x4), Clzi, y4)-

La distance cherchée de (x4, ¥y, 2)) 3 D est

Ap = V@ (s — 21, Ya— Y15 Sa— 1),

c’est-a-dire

! S(BO,— G

=g G bV +aS(Ce,—Ad,) (Ad,—Ba,)cos),

(') A cause des identités

Z,-—Cl L L .
as®, (z,—a2)— (Be,—Cd)) "~ 24(a,b,c)
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ou, en développant, ordonnant par rapport a A, B, C, et
simplifiant

1
= 3(a,b,c)

¢ S[®(a, b, c)sink —azA]A2
+23[®(a, b, c)cospucosv—cosh) — beA] BC

Ap

1

= 5aTo V@ (a, b,c)W(A,B,C) —A(Aa+ Bb+ Ce)p,

ou, finalement, a cause d¢ Aea +~ Bb + Cc = o,

_ (A, B, C)
Ap = ®(aD.c) C. Q. F. D.
8. Application. — Pour montrer la facilité d’appli-

cation des formules qui précédent, démontrons le théo-

réme suivant :

Le volume d’un tétraédre, donné par les coordon-
nées de ses sommets, est égal, en valeur absolue, au
produit du premier membre de la condition qui expri-
merait que les qualtre sommels sont dans un méme /)lan
par le sixieme du sinus du tétraédre des coordonnées.

En effet, soit le tétraédre 1-2-3-4. L’aréte 3-4 dont la
longueur est

l= ‘/@(1‘3—"1‘“_}’3_.}’% 33— 2;),

a pour équations détriplées (1, D)

Yy s 1
A(y,3)=|ys 53 1 |=o0,

Vi Sy 1

z x 1
B(z,2) =| 3 a3 1 |=o0,

3, @, 1

r ¥y 1
Clr,y)=|ax3 y3 1 |=o.

xr, )i 1
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La distance du point 2 a cectte droite 3-4 est [for-
mule (14)]
h— \/‘F[A(J‘z, 32), B(32, #2), G(2s, 32)]

P(Z3— 24, Y3— iy 33— 3y)

L’aire <—; lh> de la base 2-3-4 est donce

I
A= 3 VU TA(ys, 32), B(3s, 23), C(@2, ¥2)].

Le plan de cette base a pour équation

z y 5 1

xy ) 52 1
T3 Y3 S3 1
., Y, S}

=A()2, 82) 2+ B (22, 73)y + C(22, y2) 5 — (72, 73, 5,) = 0

P=

ct la haateur H,, distance du sommet 1 a ce plan, est

[ formule (9)]
P(z1, 1, 51)sin®

I, ==+ .
\/W[A (}’2, 52)) B(Zz, .2‘2), C(xm)’z)]

Le volume (V: %A, H,) du tétracdre est donc

Zy Y1 A 1

(15) V== sin®. c. Q. F.D.

ol =

x,

y Ye Sr 1

COMPARAISON AVEC LES FORMULES DE GEOMETRIE PLANE.

9. Pliicker, dans sa Neue Geometrie des Rawmes
(Teubner, Leipzig, 1866), divise les droites du plan en
deux espéces : celles dont Véquation est de la forme

(x ; e —y—b_—E> qu'il appelle rayons, ct celles dont
'équation est de la forme (ux 4 vy + 1= o) qu’il ap-
pelle axes. Géométriquement, le rayon est la droite di-

rigée, menée d’un point fini (2, B) au point de I'infini
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(a, b, 0); V'axe est la trace sur le plan fondamental d'un

plan quelconque; c’est aussi la droite de jonction de

. . ” r
deux points pris sur les axes coordonnés <—— 2 0) ct

. -2)

Si, d’aprés cette conception de Pliicker, nous prenons

> daj b ’ P

I'équation d’une droite du plan sous les deux formes
dlzy)=br—ay—(bx—afB)=o,

plr,y)=ur—+voy-+r=o,

ct si nous posons (avec xOy = §)

oz, y)=a>+ y2+2c0s8xy, Y(z,y)=22+ y?—2cosbzy,

il n’est pas sans intérét de comparer les formules qui

viennent d’étre établies avec les suivantes (les numéros

se correspondant)
a'o,+ b'9),

(1) cos(d,d)y == — et
2Ve(a b)g(a, b))
UM U
(2) cos(p,p') =t — LTI,
2/ 41, 0) (us )
3) sin(d, p) == (@uoo)sind
‘/!f(a» b)""f(u?v)
' r' b
(4) iﬁ = %i ou ‘i, = ‘1,7,
12 v
) ot zr ¥
(5) Gul = QpY =0, v ¢’
Gy EmE a8 etm—m gyl
7 @ A 2o(a.b)
(8) x,,——xl:y,,—)’iz“ﬂ(-rl7)’1)
k2 2 ab(u,0)”
. p(xy, y1)sinl
( cos, =220 M
9) ! Vi(u, ) ’
(10) b = ab sinb,
X yl I
(15) c,{,:i Ty Yo I Sille.

Ty v 41
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I nous parait évident que si ces formules, consé-
quence de la conception de Pliicker, étaient établies
sous cetle forme en Géométrie plane, elles faciliteraient
considérablement le passage des deux aux trois dimen-
sions, surtout si V'on a soin de les démontrer d’une
maniére correspondante. Par exemple, les formules (4)
peuvent se déduire de la formule (3); mats il est préfé-
rable [et méme plus simple (*)] de les démontrer, comme
leurs analogues de I’espace par les formules (1) et (2).
On peut dire, daps les deux cas :

1° Un rayon arbitraire
(a', ') sera perpendiculaire a
d et parallélea p si 'on a

Une droite  arbitraire
(a', ', ¢')ysera perpendiculaire
a D et paralléle a P si 'on a

a'sy+b'o, = o, a' P, 4+ 0P+ DL = o,

a'uw +by =o, au +0v 4+cw =o.

conditions qui doivent subsister quels que soient a',

o'y (). Done

Su _ %0, Po Py L

u ¢ u v Wt

2° Un axe arbitraire (', ¢")
scra paralléle a o et perpendi-
culaire a p si 'on a

; w'a=o, E 'l +o.
P

Un plan arbitraire (u. ¢, o)
sera paralléle & D et perpendi-
culaire a P si I'on a

E u'a=o, E WW, = o.

Done Donc
« b a b c
=, v =g = e
Yo Y LY

W

(') « C’est une remarque que l'on peut faire souvent dans I'étude
de la Géométrie, que les solutions de la Géométrie plane, qui ont
leurs analogues dans I'espace, sont toujours les plus générales et les
plas simples. » (CHASLES, Apercu historigue, 3¢ édition, P- 45.) Le
fait est pcut-étre plus frappant encorc quand on se place au point
de vue analytique : I'analogie des solutions est souvent alors voisine
de Pidentité.

Ann. de Matheémat., 3¢ série, t. XIX. (Septembre 14oo.) 27
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UTILITE DE LA ForME DETRIPLEE (D).

10. La forme (D) du n° 1 et sa forme corrélative
(ot A =0, B=o0, C = o sont les équations des points
communs a Det aux plans coordonnés) ont de trés nom-
breuses applications. Nous nous bornerons aux exemples
suivants :

1° L’équation de I'hyperboloide déterminé par les
trois droites Dy, D;, D, et celle du paraboloide déter-
miné par D,, D; et le plan directeur P, sont respective-
ment

(a) (Ah B?; C3)=0
el
(b) (1\11B2) (V):O,

I'hyperboloide (@) devenant paraboloide si I'on a

(@, bg, c3) = o.

Si U'on change de nom les coordonnées, 1'équa-
tion (@) conserve la méme signification, 'hyperboloide
passant par lorigine avec (a,, by, ¢;) = o0. L’équa-
tion (&) représente la quadrique réglée ayant pour di-
rectrices D, et D, est telle que les plans de jonction des
génératrices a I'origine passent par le point de I'infini
P(u,v, w,o).

2° L'équation ponctuelle du systéme des m plans tan-
gents, menés par la droite D & la surface de miéme

classe F(U, V, W,R) =o, est
(c) F(Av B1 Cy PO) =o,

o Pp=— (Ao + BB + Cy) est lc premier membre de
I’équation du plan de jonction de D a Porigine.
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En effet, un plan passant par D a pour équation

A+AB=—ldcz—cy+(ra—10)s
+A(ca—ay)+bv—cB=o,

et sera tangent & la surface si I'on a
F[—2Xe, ¢, ka—0b, A(ca—ay)+by—cB] =o.

En éliminant 2 entre cette condition et A 4+~ AB = o,
on trouve 'équation (¢).

En changeant de nom les coordonnées, P, devient le
point a I'infini de D, et 'équation (c) représente le sys-
téeme des m points d'intersection de D) avee la surface de
mitme ordre dont I’équation pounctuelle est F = o.

3° En introduisant la notation pluckérienne

cB—by =1, ay—ca=nm, bar—alB =n,

on voit que : 1°si (&, 5, z, 1) représente un point donné,
I'équation ponctuelle (¢) devient celle du complexe des
tangentes au cbne circonscrit ayant ce point pour som-
met; 2° si (x, ¥, z, 1) sont les coordonnées d’un plan
donné, 'équation tangentielle (¢) devient celle du com-
plexe des droites coupant la section de la surface par ce
plan.



