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[M%4c]
SUR LES SURFACES DU QUATRIEME ORDRE
QUI ONT DEUX DROITES DOUBLES;

Par M. G. FONTENE.

1.

1. L’étude des quartiques binodales offre un intérét
spécial, en raison de ce fait que, siles deux points nodaux
A et B sont les points a I'infini sur les axes cartésiens
Ox et Oy, 'équation de la quartique est la relation
doublement quadratique la plus générale entre deux
variables x et y, soit

y(azt+ 20 + ¢) +2y(a'x?+ 20’z + ')

+(a"z2+ 20"z +c")=o0;

nous nous placerons dans ce dernier cas. De chaque
point nodal on peut mener quatre tangentes a la courbe;



( 4or )
solent xy, Xa, X3, x, les abscisses des tangentes paral-
leles a Oy, et 3y, 52, ¥, ¥4 les ordonnées des tangentes
paralléles a O.r : les indices des y étant mis convena-
blement, on sait que les deux rapports anharmoniques
(24, T2y T3, Xy) €t (¥4, ¥ay )3, ¥y) SOnt égaux; on le
démountre en rendant la relation syméurique en x et y
par une substitution homographique cflectuée sur 'une
des variables (trois conditions, trois paramétres), ou en
supposant que, au moyen de substitutions homogra-
phiques effectuées sur chaque variable, zéro et Uinfini
sont devenus critiques pour x et aussi pour y, ce gui
réduit la relation a la forme simple

(fary+gx+hy +L)2—fay = o,

ou, moins simplement, par un calcul que 'on trouve
dans le Traité des courbes planes de Salmon.

Il existe généralement soixante-quatre systémes de
coniques quadruplement tangentes & une uartique :
Pun de ces systémes est d’ailleurs illusoive, comme
étant formé de droites doubles. Des théorémes géné-
raux donnés par M. Humbert pour les courbes planes
(Journal de Liouyille, 1886 ) donnent, pour le cas d’une
quartique binodale, le résultat suivant :

A. 4>< 2%, ou plus exactement 3 >< 2% 41 systémes
de coniques quadruplement tangentes a la courbe, trois
systémes de 'une des quatre familles étant illusoires;

B. 4 >< 2 systémes de coniques passant par le point
nodal sur Ox et triplement tangentes a la courbe,
4 >< 2 systémes analogues pour le point nodal sur O y;

C. 4><1 systemes de coniques passant par les deux
points nodaux et doublement tangentes i la courbe.
Chaque systéme B compte pour denx, chaque systéme C
compte pour quatre, et Pon retrouve les soixante—quatre
systémes. Voici quelques détails sur ces systémes.
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A. Le systéme particulier de coniques quadruplement
tangentes a la quartique est celui qui contient la droite
double AB, A et B éiant les points doubles de la courbe;
on Pobtient en mettant I'équation de la quartique sous
la forme

(a) (axy +ad'x+by)— U =o,

U étant le premier membre de I'équation d'une conique,
de sorte que la quartique est enveloppe des coniques

(a") MNU+20(azy +~a'z+by)+1=0;

les coniques de ce systéme jouissent d’une propriétd
remarquable (Bulletin de la Sociéte mathématique de
France, t. XXV, p. 263): lacorrespondance entre une
tangente a la conique ct un point de la quartique situé
sur celte tangente, correspondance d'espéce (2, 4), se
décompose en deux correspondances (1, 2).

Les autres systémes s’obticnnent en meuant équa-
tion de la quartique sous la forme

(fay +~gx+ hy +k)?

() — (24 2px +q) (P2+2py+¢') = o,

ce qui est possible de douze fagons; les racines du tri-
nome cn x sont, par exemple, z, et x,, ou x; et x4, au
sens déja mentionné, ct celles du trinome en y peuvent
&tre alors YiceLys, ouygety,ion s’en assure aisément
en supposant que, pardes substitutions homographiques,
on réduise le produit des deux trinomes a éwre 4y,
comme on 'a dit plus haut; on a donc trois famiiles de
quatre solutions; la quartique cst alors I'enveloppe des
coniqucs .

X(xr+2px+ q)+ 2 M foy +gx+ hy + k)
+(yr+2py+q'=o0.

(o)
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B. On peut mettre I'équation de la courbe sous la
forme

{ (axry +a'x+ Ay + p)?

(&) —(Ny2+Pz+Qy +R)(z—2z,)=o,

et les relations qui donnent finalement x,, X et 1 sont
de la forme

(A + ax)2=g(xy), (p+az)=d(x),
(A + azy) (p+a'z) =y (21);

lorsqu’on a choisi z,, qui est I'abscisse d’une tangente
paralléle a Oy, on voit que I'on a deux solutions pour X
et w; on a done 4 > 2 solutions; la quartique est alors
Ienveloppe des coniques
, M (Nyr+Px -+ Qy+R)
) +aok(axy +~a'x+ Ay +p)+ (r —zy) = o,
et ces coniques passent par le point nodal A linfini
sur Ox.On a de méme les systémes de coniques passant
par le point nodal sur Ox.

C. L’équation (2) de la quartique, quand on décom-
pose chaque trinome en deux facteurs, montre qu’elle
est encore 'enveloppe des coniques

M=) (=) F2k(fry + g+ hy + k)
() + (2 — @) (¥ —y1) = o,
lesquelles passent par les deux points nodaux. Ce sys-
teme de coniques comprend quatre coniques évanouis-
santes (x — 2;)(¥ — ;) = 0, les valeurs de 7 et j étant
(1, 1), (2,2), (3, 3), (4, 4); on sait que les points
doubles de ces quatre coniques évanouissantes sont sur
une conique passant par les points doubles de la quar-
tique. Le rapport anharmonique y(1, 2,3, 4) pouvant
encore s'éerire (2.1, 4. 3), (3, 4,1, 2), 27(4. 3, 2,1),
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il existe quatre systémes de coniques passant par les
points nodaux de la quartique et doublement tangentes
a la courbe; pour le second, par exemple, les valeurs

de i et sont (1, 2), (2,1), (3, 4), (4,3).

1I.

L’application suivante des considérations qui pré-
cédent a été inspirée par une Note de M. Raoul Bricard,
parue au Bulletin de la Société mathématique de

France, t. XXV, p. 180.

2. Soit S une surface du quatriéme ordre ayant deux
droites doubles AB, CD; tout plan m qui passe par CD
coupe la surface suivant deux droites qui se coupent
en M sur AB, et la suiface est une surface réglée (qua-
triéme ordre, quatriéme classe); dans la classification
des surfaces réglées du quatriéme ordre, donnée par
Cayley, ces surfaces forment la premiére sespéce @ on
n’a d’ailleurs pas a supposer que la surface est réglée,
si P'on suppose qu’elle a deux droites doubles, cette der-
niére hypothése entrainant la premiére. Pour chacune
des génératrices G ou MN, on a relativement a AB un
point d’appui M et un plan d’angle 7, relativement a CD
un point d’appui N et un plan d’angle 725 on peut dési-
guer la droite par 'unc quelconque des notations (M, N),
(my n), (M, n), (m,N), la notation (M, ) par exemple
se rapportant surtout a I'aréte AB; nous attacherons
aux deux systémes (M, m) et (N, n) deux paramétres «
et 8 ayant avec eux une correspondance univoque. Les
deux paramétres o et 9 sont liés par une correspondance
doublement quadratique; avec un tétraédre de réfé-
rence ABCD, dont deux arctes opposées sont dirigées
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suivant les deux droites données, on peut écrire

(G) r=uay, z = f¢;
s B2(aat+2ba +c)
(1) +2B(ad'a+2b'a +¢')

+ (a"a*+2b"2+c")=o,
et I’équation de la surface est

32 (az® + 2bxy —+cy?)
(S) + 23t (a'x? + 26y +c'y?)
—+  2(a"z*+ 20"y +"y?) = o;

on trouve cette équation au Chapitre XVI du Zraité de
Géométrie analytique « trois dimensions de Salmon.
On aurait l'équation tangenticlle en regardant la
droite MN comme la droite qui joint les deux points
¢ =—au, r =— 3w, cequi conduit a remplacer dans
I’équation ponctuclle x et y parv et —u, z et ¢ par r
et — (.

3. Soient «y, ., a3, a; les valeurs critiques de =,
c’est-a-dire les valeurs de cette variable qui donnent
pour 3 deux valeurs égales; il existe de méme quatre
valeurs critiques de 3, et, en mettant convenablement
les indices des {3 criliques, les deux rapports anharmo-
niques (%, %, o3, %) et (By, Ba, B3, B4) sont égaux.
Les deux plans tangents n et ' 4 la surface S en un
point M de AB’ étant déterminés par les deux généra-
trices (M, N) et (M, N'), les deux points de contact N
et N’ d'un plan m passant par CD étant déterminés par
les deux génératrices (m, n) et (m, n'), les quatre points
critiques M,, My, M3, M, sont des points pincés de la
surface, les quatre plans my, ms, My, M, qui passent par
ces points sont des plans pincés; on a de méme quatre
points pincés N; sur CD, quatre plans pincés n; passant
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par AB, T'accent indiquant que les points M, et N’ ne
correspondent pas a une méme génératrice. .

4. D’apres ce que Pon a vuau § 1, la relation (1) peut
se mettre de douze facons sous la forme («) dans laquelle
on remplace x et y paract B; 'équation de la surface S
peut done se metire de douze maniéres sous la forme

(frs—+guot+ hys+ kyt)?
—(x2+opay + qy?)(st+2p'5t + q't2) = o;

pour chacune de ces douze facons, la surface S est en-
w:lop/)e de quadriques ayant pour équation geénérale

Mz apry -+ q)?)
+2 M frzs+gat+hys+kyt)+ (2+2pzt+q't?) =o;

on aurait 'équation tangenticlle des quadriques d’un
autre s‘ysléme en rcmplaganl x ety parvet —u,zett
par r et — w. Les quadriques d’un systéme coupent AB
ct CD en des points fixes, points pineés de la surface,
qui scront, par exemple, My, My, N, N, et sont tan-
gentes & quatre plans pincés qui sont, dans I'hypothése
que 'on vient de faire, my, my, n), 05 cela constitue
d’ailleurs sept conditions, et non huit, en raison de 1'éga-
lité des rapports anharmoniques (M, My, M;, M,) et
(N, N, N§,N%). Les quatre génératrices My Ny, M, N,,
N'M, N, M, de Ja surface S sont a la quadrique
Jrs+gxrt+ hys+hLkyt=o,
et Pon a .
(My, Mo, MY, M) = (N, Ny, N7, N3 ).

Les quadriques considérées ont d’ailleurs huit points
communs; en les rapportant au tétraédre M, M, N, N},

ce qui donne leur équation sous la forme simple

rry + M fors+gxt+hys+ kyt)+st=o,
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et en coupant par la droite ¥y = o, fz + gt =0, on voit
qu’elles sont tangentes en M, a cette droite qui est la
génératrice M, N, ; elles sont de méme tangentes en M,
a la génératrice MyN,, en N a la génératrice N\ M), ...;
ce fait résulte directement de ce que les quadriques sont
tangentes a toutes les droites MN. Corrélativement, ces
quadriques sont tangentes au plan m; en un point de la
droite tixe (my, ny), ....

5. Aux coniques (¢') du§ 1 correspondraient des qua-
S

driques passant par AB et CD et se raccordant avee la
surface § le long de denx génératrices; on aurait quatre
systemes de telles quadriques. Le rattachement de ces
quadriques a celles déja oblenues est une conséquence
du fait suivant : Une surface du quatriéme ordre dont
Péquation peuat prendre la forme

S2— 4By = o.

. N Lo .
ou 2, 3, v, ¢ sont lincaires en v, y, 3, 1, est, de trois

maniéres diflérentes, enveloppe de quadriques.

1.

Ce qui suit est emprunté a la Note de M. Bricard rap-
pelée plus haut, et @ une Communication orale par la-
quelle ce géometre a complété cette Note (juin 18g9).

6. Les quartiques binodales qui onb pour points
doubles deux points donnés A et B, ct qui passent par
sept points dounés, ont un huiti¢me point commun; elles
dépendent en effet d’un seul parameéure (14 —6 — 7 =1),
de sorte que leur équation générale est S 4~ 18 =0.0n
peut dire :
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1° Une relation doublement quadratique est déter-
minée par huit solutions; -
2° Les relations doublement quadratiques, en
nombre infini, qui admettent sept solutions données,
ont une huitiéme solution commune.

7. Si l'on consideére les droites G qui rencontrent
deux droites donnédes AB, CD, et sont tangentes & unce
quadrique donnée g, les points d’appui M ¢t N sont
liés par une correspondance doublement quadratique.
On a d’abord ceci :

1 Les quadrigues Q qui sont tangentes & huit droites
rencontrant deux droites données sont aussi tangentes
a une infinité d’autres droites rencontrant les deux
droites données;

2° Les quadriques Q qui sont tangentes & sept droites
rencontrant deux droites données sont Iangenles ¢ une
huitiéme droite rencontrant les deux droites données.

Ces théorémes de M. Bricard sont analogues & des
théorémes bien connus qui ont été donnés par Lamé.

8. L’auteur obtient ainsi, en partant de la qua-
drique Qo» les droites obtenues au n° 2 comme généra-
trices d’unc surface du quatriéme ovdre ayant deux
droites doubles, et les quadriques Q tangentes a ces
droites; il montre d’ailleurs, an moyen des fonctions
elliptiques, que la surface S, licu des droites G et enve-
loppe des quadriques Q, est du quatriéme ordre. 1l ne
signale pas l'existence des douze systémes de qua-
drigues ), mais les considérations par lesquelles il éta-
blit le théoréme concernant une quadrique, qui termine
la Note, donnent immédiatement ces douze systémes; les
points d’appui M, qui soni critiques sur AB, sont d’une
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part les deux points d'intersection de AB et de Q.
d’autre part, les deux points ou AB est rencontrée par
les plans tangents a Q, menés par CD; on obtient de
méme les points d’appui critiques sur CD; dés lors, les
quadriques Q d'un systéme passent par exemple par les
points critiques My, My, N',, N}, et sont tangentes aux
quatre plans critiques mg, m,, n'y, n;; il y aurait scule-
ment & montrer quc le groupement des éléments cri-
Lliques est réglé par une égalité de rapports anharmo-
niques, ce qui est dailleurs facile. Le fait que les
quadriques du systéme considéré sont tangentes ecn M,,
M,, N, N}, aux droites M, N,, M,N,, N, M/, N, M,, et

le fait corrélatif; sont ici en évidence.



