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SUR LA SURFACE DE LOME

ET LA SURFACE CORRESPONDANTE D'ÉLASTICITÉ;

\>\n M. K. LAGOUR,

Professeur-adjoint à l'Université de Nancy.

1. La surface de l'onde et la surface correspondante
d'élasticité peuvent être délinies en même temps de la
façon suivante :

Etant donné un friedre trirectangle Oxyz, on con-
sidère trois cercles (A), (-B), (C) situés respectivement
dans les faces yQ z, zOx, xOy et ayant pour centre
commun le sommet O du trièdre; par chacun de ces
cercles on fait passer une sphère et l}on suppose que
ces trois sphères varient de façon que, P et M étant
leurs deux points communs, ÖV reste perpendiculaire
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sur PM : le lieu du point M est la surface de l'onde,
le lieu du point P est la surface correspondante d'élas-
ticité.

Pour obtenir les équations de ces surfaces, prenons le
trièdre Oxyz comme trièdre de coordonnées. Soient

a et / le rayon du cercle (A) et l'.r du centre de la
sphère correspondante ;

[i et ///, y et n les quantités analogues relatives aux
cercles (B) et (C) ;

x, ) ' , 2, /" les coordonnées du point M et la longueur OM;
ç, rn ^, p les coordonnées du point P et la longueur OP.

Ou a d'abord les relations

r - 2 — O L 2 , p ç ,

r'1 — jj'2 - - i m y, p- — 3- — •i m rt,

ri __ .,2 - 2 n z , pî _ _ T-2,_, .2 n ^

[>uis, en remaiquant que le plan passant par les centres
des trois sphères est perpendiculaire à PM et passe par
le milieu de PM, on trouve qu'on doit avoir
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eiiiin, en remplaçant dans ces relations /, m, n par
leurs \aleurs en fonction de x, y^ z d'une part, en
fonction de Ç, r^ Ç (.l'autre part, on obtient les équa-
tions

i_ a 2 ;-2_KS ,.!_v-ï
• Y J
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la première représente la surface de l'onde, et la
deuxième, la surface correspondante d'élasticité.

On voit de plus que la correspondance entre les deux
points M et P est définie parles relations

V

r2 a2 02

(M, P) y

\ '«-Y* ?2-Y2

relations qu'on peut mettre sous la forme

y
/ • ' - —

2. Nous allons démontrer que le point P est la pro-
jection du centre O sur le plan langent en M à la sur-
face de l'onde.

On sait ( • ) que les coordonnées d'un point de la surface
de l'onde peuvent s'exprimer au moven de deux para-
mètres elliptiques u et s? par les formules

.r — p sn(w, k) dnCr, /),
y = a cn( u, k ) cn(r, /),
^ rrr a ( l n ( f / , A ' ) SU ( V , / ) .

le module À' des fonctions elliptiques de l'argument w, le
module / des fonctions elliptiques de l'argument v et les
modules complémentaires étant définis par les égalités

_ ^~a-- _ r- - P2
/ l — T r î A. - — — y

i 2 r 2 »

( l) roir, par exemple, Nouvelles Annales de Mathématiques,
p. • ! - ! ; i8qS.
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Pour abréger, nous désignerons par s, e, d les fonc-

tions elliptiques de l'argument u et par siy c,, dt les
fonctions elliptiques de l'argument v.

Les lignes paramétriques u = const. et v = eonst.
sont des biquadratiques : on s'assure aisément qu'elles
sont orthogonales et que les lignes u = const. sont tout
eutières situées sur des sphères ayant pour centre le
point O : cela résulte des relations

xu xv -+-fu/v -h z'uz'v == scds{ ct dx (a
2 A'2— $* l*) = o,

Cela posé, soient MT et MT1 les tangentes menées en
M aux lignes paramétriques i> = const. et u — const. MT,
est perpendiculaire à MT (on vient de le démontrer) et
à OM, puisque la ligne paramétrique tangente à MT4 est
tracée sur une sphère de centre O ; MT< est donc perpen-
diculaire au plan de OM et de MT et la droite MT est la
projection orthogonale de OM sur le plan tangent en M.

Je dis mainlenant que le point P(£, ri? Ç), dont la
correspondance avec le point M ( x , j , z) de la surface
de Tonde estdéiinie par les relations (M, P) du n° 1, se
trouve sur la tangente MT à la ligne paramétrique
v z=r const. Ou a à vérifier

Vu ~' ' y'a Z'u

ou, d'après la dernière des relations rappelées,

Or on trouve aisément

' X S

7 ' y c '
., _ ( f i 2 —a 2 ) ,, zu _ k*sc
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En poitant ces valeurs dans les égalités à vérifier, on
trouve que les trois expressions considérées ont pour
valeur commune

Il est donc démontré (pie le point P est sur MT; mais,
par définition, OP est perpendiculaire sur la droite joi-
gnant le point M au point P, donc OP est la perpendi-
culaire abaissée de O sur la tangente MT, et, puisque le
plan OMT est perpendiculaire au plan tangent en M, on
voit en définitive que P est le pied de la perpendiculaire
abaissée de O sur le plan tangent en M à la surface de
Tonde, d'où le théorème suivant (démontré pour la pre-
mière fois par le géomètre anglais INiven) :

THÉORÈME. — Si lon fait passer une sphère par
chacun ries cercles (A), (H), (C) et par un point M de
la surface de Vonde, Le second point commun aux
trois sphères ainsi déterminées est le pied de la per-
pendiculaire abaissée du centre de la surface sur le
plan tangent en M.

M. Darboux a traité (Comptes rendus, t. XCJJ,
p. 41^) l(; ( 'a s où les cercles ( A), (B), (C) et le point O
ont des posilions quelconques, et il a montré, dans ce
cas général, que l'on peut, avec la règle et le compas,
délei miner les positions du point M situées sur le cercle,
intersection d'une sphère quelconque passant par (A)
et d'une sphère quelconque par (B). Le théorème pré-
cédent fournit une construction géométrique du plan
langent en un point donné de la surface de l'onde.

On a donc une définition géométrique de cette surface
et de ses plans tangents, indépendante des propriétés
des ellipsoïdes : on pourra voir dans la Géométrie dans
l'espace du Rouché et Comberousse. n° 1229, unedéter-



( 36; )
mi nation des points coniques et des plans tangents sin-
guliers de la surface, fondée sur ces principes.

Nous allons maintenant passer des résultats précé-
dents aux propriétés de la surface de l'onde relatives à
l'ellipsoïde d'élasticité de Fies nel.

3. Si M est un point de la surface de l'onde (définie
comme au n° 1) et P le pied de la perpendiculaire
abaissée du centre O sur le plan tangent en M, un plan
mené par le centre et parallèle au plan tangent en M
coupe l'ellipsoïde

suivant une ellipse dont l'un des axes a pour direction
la direction de MP et pour longueur l'inverse de la dis-
tance OP.

Pour le démontrer, considérons une sphère de

centre O et de rayon égal à ^ -

puis le cône ayant pour sommet l'origine et passant par
l'intersection de cette sphèie avec l'ellipsoïde

et rappelons-nous (n° 1) que la droite MP a pour para-
mètres directeurs

On voit que la parallèle h MP menée par l'origine est
sur le cône, puisque les coordonnées ç, ri9 Ç du point P
satisfont à la condition
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puis, en formant l'équation du plan tangent au cône le
long de cette génératrice, on trouve

c'est-à-dire l'équation du plan mené par O perpendicu-
laire à OP.

On conclut de là que la parallèle à MP menée
par O est un axe de la section de l'ellipsoïde par un
plan passant par le centre et parallèle au plan tangent
en M et, en outre, que la longueur de cet axe est égale

à --p; c'est ce qu'il fallait démontrer.

A. Appelons direction de la vibration (deFresnel)
en un point M de la surface de Jonde la projection de
OM sur le plan tangent eu M.

Il résulte de ce qui précède que, si l'on considère deux
plans tangents à la surface de Fonde, parallèles et non
symétriques par rapport au centre, les directions des vi-
brations dans ces deux plans sont rectangulaires; de
plus, les plans menés par O, perpendiculaires à ces
plans tangents et respectivement parallèles aux direc-
tions correspondantes des vibrations sont deux plans
rectangulaires.

Appelons encore ligne de vibration ( ' ) une ligne
tracée sur la surface de l'onde et telle que, en cliaque
point de cette ligne, la direction de la tangente est celle
de la vibration en ce point.

On voit que, ù la surface est représentée par les

( ' ) Cette dénomination est employée par Tait, qui détermine ces
lignes et leurs trajectoires orthogonales à l'aide du calcul des qua-
ternions (TAIT, Traité élémentaire des quaternions, Gauthier-
\ i l lars , 1884 )•

Voir au^i le Traite de Géométrie cinématique de M. Mannheim.



formules
x = p sn(w, /c) dn(p, / ) ,
jK = a en (M, A) en (p, / ) ,

z = a dn(w, /c) sn (p, / ) ,

/ ^ lignes de vibration sont les lignes ^ = const., et
leurs trajectoires orthogonales sont les lignes u — const.

Ces propriétés donnent une interprétation plijsique
des lignes paramétriques dans la représentation précé-
dente de la surface de l'onde au moyen des fonctions
elliptiques.


