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CERTIFICATS D'ETUDES SUPERIEURES
DES FACULTES DES SCIENCES.

SESSION DE NOVEMBRE 1899. — COMPOSITIONS.

Marseille.

ANALYSE INFINITESIMALE.

Erreuve tcriTe. — Déterminer les lignes asympto-
tiques de la surface représentée en coordonnées carté-
steunes par le systéme d’équations

xr =1IlcosBcosp, y=1IcosOsing, 5 =ag¢ + lsinb,

/
olt les parametres a et § sont fixes et les paramétres |
et o variables et indépendants l’un de l’autre.

On tiouve : /(o — v, = const.

Errrvuve vearique. — Caleuler intégrale définie

En intégrant le long d'un coutour formé par I’axe
des x réels et un demi-cercle d’'un trés grand rayon

ey

2

ayant pour centre 'origine, on trouve :

MECANIQUE.

Ersevve tcnite. — Une poulie de rayon R et de
masse M peut tourner sans frottement autour de son
axe O qui est horizontal et fixe.
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Sur la circonférence de la poulie s'enroule un fil
flexible, inextensible et sans masse, dont {'une des
extrémités est fixée sur la poulie, et dont U’ autre extre-
mité se trouve primitivement en A sur le diamétre ho-

rizontal de la poulie. A cette extrémité A est attaché
un fil flexible, élastique et sans masse, de longueur a,
qui porte un poids P de masse m 5 mais ce fil est d’abord
replié sur lui-méme de maniére que primitivement le
poids P est trés voisin du point A.

Tout le systéme étant d’abord immobile, on aban-
donne a lui-méme le poids P qui, bientdt, tend les fils
et donne au fil élastique un allongement x, dont la
valeur est reliée a celle de la tension T par Uexpres-
sion

T=22Z.
a

Sachant que le fil ne peut pas supporter une tension
supérieure a 100%8, on demande s'il se rompra, sachant
quel'on a

M =10m, A = 1000, p =10, a =4}, R—+1.

On a, pour le mouvement de la poulie,

L, 20 . a2
“”\‘QF = TR ou DmRW =T,
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.et, pour le mouvement du poids,

a0  d2x Xz
m<RE;+Tlt—2)=mg—T, T=—(—l—.

On est ramené a discuter I'équation
d*x 6 S5am
D2 0, sem)_,
Son intégrale
5am Vaga 6N

x = -6—)\—(1 — cosht) + % sin ht, h= Tam

montre que I'allongement ne dépasse pas ’allongement
donné par la relation

Le il ne rompt pas.

Erneuve pratioue. — Un fit pesant et homogéne
a une longueur de 8™, il est attaché par ses extrémités
@ deux points fixes A et B qui sont sur une méme hori-
zontale et dont la distance est égale a 4™.

Trouver & un millimétre prés la fleche de la chai-
nette décrite par le fil et trouver & un gramme prés
les tensions en A et B, sachant que le fil pése 1% par
metre.

ASTRONOMIE.

Errevve rratioue. — Calculer le volume V d’un
parallélepipéde oblique, connaissant les longueurs a,
b, c des trois arétes et les angles o, B, v que ces arétes
font entre elles.

1° On démontrera la formule

V =2abcy/sinpsin(p —a)sin(p —B)sin(p —7),

ap=a+B+7;
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2° On appliquera cette formule aux données numé-
riques suivantes :

m o g ’
a =7,36592 a=62.53.17,4
b =6,72911 B =65.48.56,7
c=5,84320 v =068.37.48,5

Calcul du volume d’un parallélépipéde oblique

V =2abcy/sinpsin(p—a)sin(p—PB)sin(p—7y)=2abcd.

m ° ' » o ' "
a = 7,3659> a= 62.53.17,} p = 98.38.31,3
b =6,72941 B= 05.48.56,7 p—a=235.45.13,9
¢ =5,8{327 += 68.34.48.5 p— B8 =32.49.34,6

wp=os e Pt 38

Log. Log.
sinp.o. ... 1,9950410 2.... 0,3010300
sin(p — a). T,7666397 a.... 0,8672270
sin(p—B)... T1,7340743 b.... 0,8279769
sin(p—7)... T1,6997815 Cooo. 0,766650
A2 i, 7,1933339 A.... T1,59776795

V... 2,3606579)5
SoLuTION.
V = 229™, 433624 = 229 {33", 621.
Montpellier.

CALCUL DIFFERENTIEL EI INTEGRAL.

Erreuve tcrite. — Determiner l’intégl'ale générale
du systéme d’équations
2 -
2 d'y  be ds

Sl ALV + b3 =0b(x+c),
-t dxs ac dy  a* L \
BTy S iy A

ol y et z sont dewr fonctions de x.
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Examiner les cas particuliers ¢c=o0,c==1.

Erreuvve prariQue. — Soit Uellipsoide rapporté a
ses axes
xr oy g2
atntaT!
ct Uhyperboloide

2 2
(x+ /1)2—20,’(§ -+ ;—;7> =(h—a)y

ou o << h << 3a, ces deuxr surfaces se coupent suivant
une cllipse réelle situce dans le plan

2h
z=a— -

On considere la portion d’ellipsoide comprise entre
cette ellipse et le plan x = a, et la portion d’hyperbo-
loide comprise entre Uellipse et le sommet de le méme
nappe. Déterminer le volume compris entre ces deux
portions de surfaces.

On pourra examiner séparément les deux cas sui-

vants :
1 o< h < a;
2° a < h<3a.
ASTRONOMIE.
Erreuve rratiQue. — Les éléments de la planéte
CQD Thémis sont :
M =S =165"24"31",2, 1888, nov. 2,0. T. m. Berlin.

(Distance neud périhélie).

©° €
Il
w o

.36.49,3 } éq. moy. 19oo

i
o
-
®
e



(312)
e = singp.
¢ =7°40'31"1
= 641”1197
loga = 0,4953786

On demande de calculer :
1° L’instant ot I’anomalie vraie w a pour valeur

73°47'40";
2° Au méme moment, la réduction a Uécliptique 5

ct les coordonnées polaires héliocentrigues r, v, s par
mapport a l’écliptique adopté.

MECANIQUE RATIONNELLE.

Erreuve tcnite. — Un anneau pesant, infiniment
petit, est traversé par un fil flexible et inextensible,
dépourvu de poids, le long duquel il peut glisser sans
Srottement. Ce fil est attaché, par ses extrémités, a
deux points fixes I et I situés sur une méme verticale.
Le fil étant tendu, et I’ anneau occupant la position M,
on imprime & I’anneau une wvitesse horizontale, per-
pendiculaire au plan FM ¥, et égale a V,.

1° Zrouver le mouvement de I’anneau, en supposant
que le fil reste tendu;

2° Le point M, étant supposé au milicu du fil, cal-
culer et étudier la tension du fil.

Erreuve pratioue. — 1° Etablir les Sormules qui
Sont connaitre la vitesse d’un point quelconque d’un
solide, lorsque "on donne les éléments du mouvement
hélicoidal instantané;

2° Un 1étraédre solide ABCD est en mouvement
dans 'espace. A un instant donné, la vitesse du som-
met A est perpendiculaire au plan BCD, et tous les
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points d’un cercle donné, situé dans ce plan, ayant
pour centre le pied de la hauteur issue de A et inva-
riablement lié au tétraédre, ont des wvitesses égales a
une méme wvaleur donnée.
Déterminer, pour linstant considéré, les éléments
du meuvement hélicoidal instantané.

PUYSIQUE MATHEMATIQUE

Errevve fcrite. — 1° Solution du probléme de
Dirichlet par la méthode Poincaré (méthode dite du
balayage). On se bornera aucas ou la surface, fron-
tiére du domaine d’intégration, est dépourvue de sin-
gularités;

2° Calculer les composantes de la rotation moyenne
en un point d'un miliew en déformation, lorsque ce
milieu est rapporté & un systéme de coordonnées cur-
vilignes rectangles.

Ertrove veatiQue. — Une poutre horizontale, ho-
mogeéne et de section circulaire constante, appuyée
librement en o et encastrée en A, est soumise, d’unc
part iune charge uniformément répartie Q, et d’autre
part & une charge P appliquée au miliewl de la poutre.
On demande :

1° De calculer le moment de flexion en un point de
la poutre situé a une distance x de Iappui simple o

2° D’indiquer le schéma graphique de la distribu-
tion de ce moment de flexion et de définir la position
de la section dangereuse;

3° De calculer le rayon de la section de la poutre
qui doit résister aux charges Q et P quand on prend
les données numériques suivantes :

Longuewr de la poutre : 1 =18™. P = %Q,
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Q étant le poids du volume d’eau qui, a la tempéra-
ture de 4°, remplit une sphére d’un rayon égal a 1™.
La charge par millimetre carré de la traction qui
produit la rupture est supposée égale a 27*%. La frac-
tion de sécurité est prise égale & §. On néglige U'in-
Sluence de Ueffort tranchant. .

Nancy.
CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.
Cereuve genite. — L. Chotsir la fonction Q(x, y, z)
de facon que

4 z>' i x
=4 — ) dr+ Q(a, y,3)dy + — ds
(20 )t s

soit différentielle totale ct intégrer cette différentielle.

II. Rayon de courbure et centre de courbure en un
point quelconque d’une courbe gauche.

II. On considére la courbe (¢) qui, rapportée a des
axes rectangulaires ox, oy, 03, est définie par les for-

mules
x = acost + at sint,

¥ = asint — at cost,

at?
Ttangg,

13}

Il

oi t désigne un paramétre variable, a et ¢ des con-
stanles.

1© Calculer, pour un point gquelconque de la
courbe (c), la longueur de Uarc compté & partir du
point pour le(/uelt =oetla longuezu' coz'/'espondanle
de Uarc de la projection de la courbe (c) sur le plan
xoy; en conclure que la courbe est une hélice;

2° Déterminer, en un point quelconque de la



( 315)

courbe (c), le rayon de courbure, le rayon de torsion
et les coordonnées du centre de courbure.

Errevve peatiQue, — Calculer Uintégrale curviligne
/:yd.z‘ + 3dy + xds

prise le long du petit cercle d’intersection de la sphére

24y z2—r2=o0
parle plan
L+S—r=o0

dans le sens qui va de oz vers ox en passant dans le
triedre positif des coordonnées.

ALGEBRE SUPERIEURE.

Evrevve tcri1e. — On considére la fonction pu de
Weierstrass construite avec les périodes 2w et 2w’
1° Vérifier la formule

) ) _! pu ”"
plru)+opu= 7 <I"“>

2° 8ilon pose x = pu, ona
plaw) =o(x),

® (x) étant une fonction rationnelle de x;
3° Les racines de U'équation du quatriéme degré

en x
P(z)—p(2u)=o0
sont
pu, plu+w), plu+w+uo) ple+w)

et l'on a la relation
jpeu)y=pu+pu+w)+plet+w+o0')+ple+o).

4" FVeérifier que la fonction rationnelle ® (x) décom-
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posée en fractions simples peut s’écrire

(e;—ez)(ey—e3) + (ex—e1)(e2— e3)

4P (x) =
! (‘T) z+ r— e xr — ey
4 (e3— 81)(63—32)’
xr— ez

en posant, suivant l'usage,
e =puw, ex=p(w—+w), ez=puw'.

5° S8i, dans la fonction rationnelle ®(x), on effectue
la substitution

e1— es)(e; — ey
+( 1 2) (el 3),
Zo— €4

r=e

®(x) se transforme identiqguement en ®(x,);
6° x, étant une constante donnée, exprimer en fonc-
tion de x, les racines de I’équation du quatriéme degré

P(x)=P(zy).

7° On peut déduire de ce qui précede que si I'on
effectue la substitution

dans U’ expression rl{ﬁ'érenlielle

dy
py e —— |
Vir'*— gy — &
elle se transforme identiqguement en

asdz
Vizd — gz — g,

1° et 2° La formule a démontrer s¢ déduit immeé-
diatement de la formule d’addition

X L_1/pv—pu\?
P+ 0) + pu—+ pe = 4(——1”‘_17")
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en y faisant tendre ¢ vers u; et, pour obtenir ®(x), il
n’y a plus qu'a remplacer p’2u et p”u par lenr valeur
en fonction de x = pu.

3° Silon pose x == pu', I'équation ®(x) — p(2u)=o0
devient

p2u)=p(2u)
ct elle entraine
U=u-+mw-+nw,

m ct n désignant des nombres entiers.
La relation

plru)y=pu+plu+o)+ple+ o+ ow)+p(u+ o)

s'oblient en remarquant que la somme des racines de
I'équation du quatriéme degré est 4p(2u), ou encore
en décomposant p(2u) en éléments simples.

4° La décomposition de ®(x) en fractions simples
résulte immédiatement de la relation précédente et des
formules relatives a 'addition d’une demi-période.

5¢ Si 'on ajoute la demi-période w i u dans chacun
des termes de la somme

pu+plu-+o)+plu+w+w)+pu+o),

le premier et le second, le troisiéme et le quatriéme de
ces termes s échangent entre eux; mais ajouter ® a u
c’est remplacer x par )

(e — 62)(61—93)_
xr — €y

z'= e+

6" Les racines de l’é_quation ®(xr)=(x') sont
(31'—3?)(81—83)’ s+ (32—612(62—63),
xr — e Z ey

(es—er)(ea—ea)
z'— e,

N 01‘+‘
€3+

7° Si 'on pose x = pu, il en résulte

y= d)(x) ::p(‘).ll),
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puis
dz dy

=:du,

e —_— = odu.
Viads— g1z — g3 Vir'—g:y — &

Remarque. — La fonction ratiomuelle @ () peut se
déduire de la fraction
h(zx)
Y (x)

Y(xr)=a,r*+ ja1r¥+b6a,z*+ fazr + a,,

ou

et ou /i(x) est le covariant hessien de ¢(x), en faisant,
aprés le calcul du hessien,

= —_d —
ag= 0, a, =1, g = 0, Qag=-—7 89 a, =-— 3.

En s’appuyant sur cette remarque, et en se servant
dela relation entre les invariants et les covariants d’une
forme biquadratique, on peut vérifier par un calcul
direct I’égalité

dy zdr

Vir =gy —6 Vie—re—a

indiquée dans la septiéme partie de I’énoncé.

Foir a cesujet Halphen, 7raité des fonctions ellip-
tigues, 1. lI, p. 3Go, le paragraphe intitulé : Formule
de duplication.

Ernevve pritiQue. — Etant donnée Uéquation qui

. a T .
Sournit la valeur de tang 3 = > en fonction de

A . , . . .
tanga = —, appliquer la théorie des invariants de la
] .

forme binaire cubique & la réduction du premier
membre de cetie équation a la Jorme canonique et a
sa résolution ulgébrigue.



