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RESUME DES PRINCIPALES FORMULES DE LA THEORIE
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES ().

FONCTIONS DE WEIERSTRASS.
Développements en produits et séries infinis.
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(*) Les candidats a I’ Agrégation de Mathématiques seront auto-
risés & se servir, pour les compositions écrites, de ce Tableau qu’ils
trouveront 3 la librairie Gauthier-Villars.
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Développements en séries entiéres.
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Relations entre pu et ses dérivées.

Pru=4piu—gipu—gi=i(pu—e)(pu—e)(pu—es),
plu=06p2u — 159,
pu=12pup’u.

Homogénéité.
g(pu|pw, puw') = ps(u|w,w),

Lpu| pw, pu') = iC(qu,w'),
P | po, uo') = 5 p(] o, w).
&2(po, pw') = i;gz(w,m'),
&3 (pow, po') = igga(w,w’)-

Dégénérescence.
1° w—=o0:
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2° W=, w =

1 1 _
pu= -2 Cu_—l—L, su=u,

€1=¢€y=€3=0, £2=0, &3=0.
Périodicité et formules d’addition.

plu+2w)=pu,

{(u—+20)="CLu-+27, 7 =lw,
Uu+20)=Lu+27, 1={uv,
G(U+20) = — eXnlu+w gy,
(U +2w') = — eutuigy,

cu+4+2mw—+2n w’) = (- 1)mn+m+ne(?mn+2n~q')(u+mw+nm’)clu;

nw' — oy’ = ini,

.. . w' .
le coefticient de ¢ dans le rapport — étant supposé po-
Pt Y p
w

sitif.
c(u—+v)s(u—v)
pu—po=— Fugty ’
sz)—ltpv =L(u0)+Lu—e)—2lu,
—n'e
ﬁ ={u+o)—L(u—v)—2Lp,

’ ,
_IL)M——J)V

=Llu+v)—Llu—=L¢,

2 pu—pv
1/pu—pe\2
pu+P“+P(u+v)=§<%‘__‘f§"T>:

P(u—#cu)_el:(_eq_———Pe_Z)_(_eé—i),

P(u—}—m—k—w')_ez__‘(_eg_—_—ggi%-_eﬁ,

(es—el)(es-ez)_

(U + w')—ey3=
P 8 pu—e;



(5)

Racines ey, es, es. — Fonctions 3y, &5, <.
€1 = puw, e2=p(w + wv'), e3=puw',
'y — c‘(u—w)c‘(u~—w)c’(u+w+m)
pu= Tuow (v + w)dtu ’

syu= eSO —%)
cw
Gy = etnryyu T(0 0 — W)
F(w+ w')
. (' —
syu = enw (=4,
Sw

U—ep= Truy? U—ey= Sat 2, u—eg= 24
P ! su)’ P T\ Cu p 3 su

20, UG ucu
Bu

’

plu=—

Les fonctions @, ¢, ;3 sont paires.

d cu _ Cpu c‘vu d Sl _ (e . )s‘lu su
du ohu U ou’ du Syu v Visvu syu’
d Shu _ Gpu vu
du du = Su cu

w .
Valeurs réelles de pu quand v et 5 sont réelles.

Considérons le rectangle de sommels 0, v, w + o', v'.
Quand Pargument u« décrit le contour de ce rectangle
dans le sens 0, v, w + v/, v/, 0, la fonction pu diminue
constamment de -+ o0 & — o0 :

1° Quand « va de 0 & w, pu est réel ct décroit de oo &
e, ; p'u est négatif.

2° Quand z vade v 4 w + o', pu décroit de ¢ a e,,
p'u est purement imaginaire positive.

3° La variable « allant de w -’ & o', pu décroit
de e, a e;, p'u est réelle et positive.



(6)
4° Enfin u revenant de o' & o, pu décroit de e,
A —oo; p'u est purement imaginaire négative.
En tout point pris dans le rectangle, pu est imagi-

naire.
FONCTIONS DE JACOBI.
Séries trigonométriques.
—‘Kg TTu
q = e ) Y = —Z-K ’
k)— . — . . b/ .
H(u)=2Vgq 51nv~2Vq9 sin3¢ 4 2y¢® sinfo —. . .,

Hl(u')zzz/gcosv—r— 2V;960539+ 2‘\/q‘-’5cos5v+...,
O(u)=1—2¢cos2v+2g+cosfy — 2¢%cosbvy +...,

01(u) =1+ 2¢cos2¢ +2g*cosfv + 2¢2cos60 +....

in
——L—K-(2u+1l\)

A=c¢e s Zéros de H(u) amK 4+ 2niK/,
Hy(u)=H(u + K), »  Hy(u) | (2m+1nNK+-2niK),
e(u)z;%\H(u—i—iK’), » o(u) omK -+ (2n+1)iK',

9,(u)=%H(u+K+iK’), 8,(u) | (2m=+1)K~+(2n+1)iK.
Produits infinis.
Tu .
v =R A=0—qg*)(1—g*)(1—g%)...,
H(u) = A',Z:/; sing(1— 2q2cos2¢ + g*) (1—a2gtcos2v +g8)...;
Hy(w) = A‘zt/;cosv(l—\— 2g%cos2¢ + g*) (1+~2q%cos2v + g%)...,
O(u)=A(1—2gcos2v+ g2) (1 —2g3cos2v+g%)...,

0;(u) =A(1+2gcos2v+g2)(1+2g3cos2v + gb)....



(7)

Addition d’une demi-période ou d’une période.

N = e——’;—llz-(ﬂu-b-iﬂ') = e-—-ikf(u—q—iﬂ')
H(u+K)= H;(u), H(u+iK')= ir8(u),
8(u+K)y= 6,(u), 8(u—+iK')= iXH(u),

H;(u+K)=—H(u), Hy(u+iK')= A18;(u),
8, (u+K)= 6(u), 8;(u—+iK')= AH;(u),

H(u +K+iK')= 18,(u), H(u + 2:K') =— p H(u),
8(u+K-+iK)= AH;(u), O(u—+2iK')=— pu6(u),
Hy(u+K+iK)=—7:A08(u), Hju+2iK)= pH;(u),
0 (u+K+iK)= iAH(u), 6 (u+2iK)= p8;i(u).

Dans tout ce qui suit, nous supposerons K et K’ par-
ticularisés de telle fagcon que

T

2K
- =1+29+2¢*+2¢°+....

Relations entre les & et les fonctions de Jacob:.

. H 1m o,

o (ulk, /K) = H%‘;e“",

H 1,

ay(ulK, tK') = E(_li___;{—l)e"ﬁu = .Hl‘#;%e“‘",

gy = SE TR, )

T2l KD = oy T B ¢
K’ 1n

saufk, k)= TEEED o Z((Ziezx"’.

Ces formules donnent les fonclions ¢ construites avec
les périodes spéciales K et iK’. D’aprés les formules
d’homogénéité, les fonctions ¢ construites avec deux pé-
riodes w et o, assujetties a la seule condition

w' K

el
=

s’obtiennent immédiatement :

F(Uujw, w') =



K
H,<au> 13’”
Gi(ujw,w') = H,(0) exw |
1
K
91<—u> im
] w 6_'[
c’z(u]w,w):we-“’ )
K
C} Z\)u) 1y ,
Gi(ulw,w') = é(o) e

onu= - H®

YR e’

/& Hy(w) - H(K) _ Hy(o)
C“““\/k‘ o VF=e T e

_ ym8i(uw) = 8(0)
dnu_;/k G(u)’ ‘/k——m.

Addition d’une demi-période ou d’une période.

sn(u +K) = (c;:lb;, sn(u—+iK') = Hlﬁ;t’
cn(u +K) =— kdsnn:, cn(u+iK’)=—ikd:nItt.
dn(u +K) = dﬁu’ dn(u—t—iK’):——ig%,
. .., dnu
sn(u+h+tl\)—kcnu;
(e +K+iK)y= —F
cn(u + K+ )= Tonn.
dn(u + K + iK') = ik’ 2%,
cnu
sn(uw+ 2K)=—snu, sn(u+2tK')= snu,
cn(u + 2K)=—cnu, cn(u+2tK')=-—cnuy,

do(u+2K)= dnu, dn(u—+2(K') = —dnu.
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Argument purement imaginaire.
Relation entre pu et snu.

.sn(u | K, IK)

. PN 1+ k2 I
5"Uu'K’tK)_lc_—n(u]K’,iK)’

K, ’K’ —_— -
plulK, &K 37 Tt
—_&1—¢e .

sn2(uyer—e;)’
dn(u|K'.iK)

<
dn(tu]K, LK’): m’ ( m‘/e, - 63:K, u)’\/ei—esziK'.

. 1 ,
en (iu| K, tK') = cn(u|—K’,iK—)’ ‘ Plulw,w) = e+

Valeurs réelles de snu, cnu, dnu quand K et K' sont réels.
OA =K, OB=K (fig.1),
Fig. 1.

Y

snu o I

>l -

cnu o I

u C A O B

dnu ) kK 1

Formules d’addition.

cna=cnucn(u—a)+snusn(u—a)dna.
sn*u + cn2u =1
! k+ k=1,
k2sn?u + dn?u =1,
snucnyvdne +snvcenudnu
’
1 — kZsn2u sn?p

sn(u +v) =
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ecnucny —snusnednudno
1 — k%2sn?usn?y

en(u+ v) = ’

dnudne — k2snusnvcnucny
1— k%sn2u sn2¢

dn(u+¢) =

Dérivées.
Si I'on suppose, comme dans ce qui précéde, K et K/
liées par la condition

2K
- =1+29q+2qt+29°+...

on a
d(snu) _ d
du = cnudny,
d(cnu)
i =—snudnu,
d
_idnu) =— k%snucnu.
du

Développements en séries entiéres.

a:i(\/\—k;{),

ul
snu=1u -2ka ——; + 4A?(22+3) -
1.2.3 I

.2.3.4.5
BRI (33 a) ——
1.2.3.4.5.6.7
u? k2 : 14 k2 6kt ue
cnu=1— —- +(1+ 1k — (14 44K2=1 — %
1.2 ( N )x.2.3._/, (144 )1.2.3.4.5.()
u? u
dnu=1— k2 ~— + I2(4 + k?) ——;
1.2 1.2.3.4
ub

e T

—/c2(16+.3!;/;2—|—k’~)l 53450

Autre notation. Fonctions 3.

T= —> = eTwi,
P 9

25
b

1 2, .
Fi(vjz)=2q*sinem — 2¢%sin3vn+a2g FsindSom—. ..,
1 9
Fa(v]z) =2g*cosem -+ 2g*cos3vm 4+ 29

e~|z

coshom—...,
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J3(v|t) =1-+2qcos2vm +2g*cosfom+2g9cosbom ...,
Fo(v]t) =1—2gC052¢0T +2g*COS4vT—2g%CcOsBOT +....
3'0(‘)""%)=3'3(‘))1 31(‘)_"%):32(9)7
Fa(v+3)=—T1(v), Fs(o+3)=F(v).

-1
3

_t
Folv+1t)=ig *ermiTF(v), F(v+ i) =ig *e—vniFy(v),

-1 -1
o+ id=¢q PermiT(v), Fy(v+it)=gq Pe-vmIy(v).

¢ 20 g (u) :2(”%2%'

T =20 =i
Ty () = 237((_3’

e gy () = (0,

30(0)



