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[F8f] [H11d]

EXPOSITION GEOMETRIQUE ELEMENTAIRE DE QUELQUES
PROPRIETES FONDAMENTALES DES FONCTIONS ELLIP-
TIQUES DE PREMIERE ESPECE (suite) ();

Par M. E.-M. LEMERAY.

16. Si nous appelons période la plus petite quantité
dont doit varier s pour que la fonction reprenne la
méme valeur, quelle que soit cette valeur, notre repré-
sentation géométrique nous la donne ct 'on trouve que
la distance 00’ est égale a1, 5,.... On pourrait démon-
trer que la période de la fonction tang z est précisément
la moitié de la période de la fonction sin z.

On voit encore que langz s’annule une fois et devient
=+ o dans 'intervalle d’une période.

De Pexistence de la période réelle delafonction tang z
on conclut Uexistence de la période =/ —1 pour la
fonction Thz; c’est le résultat auquel nous voulions

arriver.

17. On appliquera aisément au cas de Thz les rai-
sonnements du n® 10.
On wouve alors que, lorsque z déerit une paralléle a
I’axe réel ou 'Thz décrit Vundes cercles
U?er Vit Vi1

\4 Vs

(') Voir page 255.
Ann. de Vathémat., 3¢ série, t. XI\. (Juillet 1go00.) 19
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qui passent tous par les points U =1 (fig. 10) tels
que C,, C;. Quand 3 décerit une parvalléle a 'axe imagi-
naire ov, Ths décrit un des cercles

Uz+V2e1 U+
3 T U

tels que D ces cercles coupent orthogonalement les pre-
miers et n’ont entre eux aucun point commun; ici done,

a part les cercles limites qui sc confondent avecles axes,
les deux systémes de courbes sont formés de courbes fer-
mées; il ne faudrait pas en conclure que Thz admet
une période réelle et une période imaginaire. Elle admet
une période imaginaire ; car, lorsque z décrit une paral-
lele & axe imaginaire, le mobile qui figure Thz décerit
dans un sens constant un cercle tel que D sans tendre
vers une position limite sur ce cercle; on le verrait
comme au n° 10 en remarquant que I’équation

a—+x
. T i—az

a pour racines
r==ty—I,

et qu'aucun des cercles D (sauf les cercles limites) ne
passe en ces points. Au contraire, quand z décrit une
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paralléle a I'axe réel ou, le mobile décrit dans son plan
un cercle tel que G, et suivant le sens du mouvement;
il s’approche de I'un des points == 1 de I’axe réel. Mais
nous allons voir qu’il s’en approche asymptotiquement.
Soit, en effet, E un point du cercle C, de coordonnées
U, V; la fonction a la valeur

X=U+Vy=i;
on a un autre point E; correspondant a la valeur
X, =U,+YV, \/— 1 de la fonction en écrivant

a-+ X

x = ——71

! I+ aX
c'est-a-dire

a—+U-+Vy/y=

r+alU+ VY1)

Ui+ V,yV—1 =

Si, par exemple, V est positif, V, scra aussi positif.
Pour le prouver il suffit de montrer que I'argument du
numérateur est plus grand que celui du dénominateur.
Désignons respectivement ces arguments par o et .

;

On a

L V aV

ange = ——— —
8% a—+ U
Si U est positif (¢’est le cas du point E), les deux tan-

gentes sont positives et les ares étant plus petits que

<

“

L

sont positifs. On a

Vii—a?)

tange — WY = C G r aU)

1 —a? est positif puisque a est plus petit que 1; done
tang ¢ *— tang ¥ est positif; il en est de méme de o — ;
E, est donc du méme c6té que E par rapport a I'axe OU;
donc le mobile s’approche asymptotiquement soit du
point + 1, soit du point — 1; et il ne revient jamais a
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son point de départ. Thz n’a donc pas la période
réelle.

Ths ayant seulement une période imaginaire, le
plan uov des s est partagé en bandes par des paralléles
a 'axe ou au lieu de paralléles a I'axe ov comme dans
le cas de sinz.

Les énoncés du n° 12 sont applicables en remplagant
les ellipses par les cercles qui passent aux points &= 1.

[II. — LA roncTIiON SD.

18. Considérons maintenant une fonction, que nous
désignerons par sn, admettant le théoréme d’addition

sn(p—+q)
__snpy1—snig Vi—k¥sntq +sngyi—sn2p y/1— k?sn?p
- ’

1-— A?sn2psntqg

dans laquelle A désigne un nombre positif plus petit
que 1, et satisfaisant aux conditions

sn(o)=o, (dsnp> =1
p=0

dp
Posons
sn(p+q)=y, snp = a, snp =x;
on a
5) y= a\/l—x2‘/1—k2x?+x\/l—aﬁ\/x—k?aﬂ.

1— k2a2a?

Dans cette relation @ désignera un nombre positif plus
petit que 1.

La courbe (5) se compose, comme on le verrait aisé—
ment :

1° D’un ovale inscrit dans le carré de cotés x ==+ 1,
y= =+ ;

2° De deux branches infinies HH' asymptotes aux
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droites y = == kl—a; et disposées comme I'indique la

fig.11; elles ont une tangente verticale d’abscisse == Al

Fig. 11.

et une tangente horizontale de méme ordonnée;

3° De deux autres branches infinies GG’ ayant les
mémes asymptoles, mais situées de autre coté de ces
asymptoles.

Les bisscctrices OB, OB’ sont les axes de symétrie de
la courbe.

19. Considérons plus particuliérement l'ovale cen-
tral; la fig. 1 pourra nous servir. Partons encore du
point P, et décrivons le chemin P, OP, M. .., en ayant
toujours soin de ne prendre parmi les deux intersections
d’'une verticale a 'ovale, quand elles sont distinctes,
que celle qui n’est pas symétrique du point précédem-
ment obtenu. Je dis que 'on a

ordonnée de Py=sn(up).
En effet, P, correspond a sng =.x =o0; on a donc,
d’aprés (5),

ordonnée de Py =a = snp.

En remarquant que P’abscisse de P, est égale a I'or-
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dounée de Py, puisque M, est sur la bisscctrice OB, on
aura l'ordonnée de P, en remplagant dans (5) x par
Pordonnée de Py, ¢’cst-a-dire par @, on a donc

2ay1—a?y1— Ah2a?

V — k2at

ordonnée de Py= =sn(2p);
on verra ensuite que laloi est générale, en la supposant
vraie, pour le point Py ct en passant au point Py 4.

20. Par la méthode du n® 2 nous obtiendrons, au
moyen de Vovale central, une courbe I' qui représentera
la fonction snz et, comme au n° 4, nous vérifierons
qu’clle satisfait au théoréme d’addition ct aux condi-

. dsns .
tions sn(o) =o, <—-l——> =1. Comme sinz, snz a
as =0

pour cocfficient angulaive a Porigine I'unité, et oscille
entre — 1 et + 1, sa courbe figurative a ainsi une forme
analogue; mais la pérviode est plus grande; quand A*
tend vers 1, ceite période devient de plus en plus grande;
pour A2==1 la fonction devient Thz.

21. l’jllll(lfl'()ll différentielle. — Deux points succes-
sifs Py, Puyy de Povale et, parsuite, deux points succes-
sifs Py, Py, de la courbe T ont pour ordonnées yy, ).
Comme Tabscisse du point Py, d’ordonnée Yty oSt
précisément égale a yy, on aura

ay/l—-‘yﬁ v l——/.'i_}'&—i—_yug/li—ia? Vi—hkta?
1— k*aty]

Yyr1—J)p= Yy
En divisant cette ditlérence par @ on aura le coeffi-
cient angulaire de la sécante qui joint les deux points.
En faisant tendre a vers o et en prenant la limite du

rapport, il vient
d

‘4 RPN S T
o=y iy
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22. Les conclusions de la fin du n°® 3 s’appuient sur
ce fait que l'ellipse n’est rencontrée qu’en deux points
par une paralléle 4 0y, admet pour axes de symétrie les
deux bissectrices, et est une courbe fermée et sans point
double. L'ovale que nous considérons ayant les mémes
propriétés, les résultats de la fin du n® 5 s’appliquent
a snz; disons sculement que la quantité analogue a = est
notée d’ordinaire 2Q et représente la demi-période.

23. Période imaginaire. — Pour voir si snz admet
une période imaginaire, nous counsidérerons la fonction
conjuguée et nous chercherouns si cette derniére admet

une période réelle. En changeant a, x et y en a V—r1,
x\/— 1, /—1, 'équation (5) devient

ay—i1vVi+z2Vi+ iz +z/—1 V1 + a2 V1+ ka?
1 — 2aa?

yvV—1 =

ou bien

. a1+ a2/ krat—ryi+ a1+ ka2
(6) Y= A;“#A-; 2.2 °

22?2

Telle est la formule d’addition de la fonction conju-
guée,

La courbe (6) se compose :

1° De deux branches HH' (fig. 12) ayant pour asym
ptotes les dioites & = == x, y=== L.

ka ka

2° De deux branches infinics GG’ ayant les mémes
asymptotes ct situées de ['autre coté de ces asymptotes.
Ces quatre branches sont disposées comme I'indique la
Sig. 12. Les bissectrices de 'angle 2oy sont axes de sy-
métrie de la courbe.

En parcourant la ligne brisée PoOP,M,P,... tou-
jours en faisant attention de choisir, de deux intersec-
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tions d’une verticale avee la courbe, celle qui n'est pas
symétrique du point précédemment obtenu, on pourra
représenter la fouction conjuguée; le méme fait qu’au
n° 14 se présente ici; il y a une valeur de 5 pour la-
quelle la fonction devient == o, aprés quoi on est ramené
dans la région de la courbe d’ou l'on était parti; /a

Jonction conjuguce est périodique ; sa courbe ligurative

a une forme analogue a celle de tangz; mais la période
est plus grande et dantant plus que A2 est plus voisin
de o; pour A?= o la période est infinie; la fonction se
confond alors avee Shz. La fonction conjuguée de sn
avant une periode réelle 2Q,, snz admet la période

imaginaire 2.9, \/-—- i

24, Rectangle des périodes. — Comme sinz, snz
admet une période réelle; le plan de s est partagé
d’abord, comme sur la fig. 5, en bandes paralléles a
I'axe imaginaire; comme Thz, snz admet unc période
imaginaire, le plan des z est aussi partagé comme sur
la fig. 10 en bandes paralléles & I'axe réel; ici donce le
plan est partagé en rectangles (fig. 13), de cotés 2Q, et
4Qa, et quand =z prend des valeurs représentées par des
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poiuts tels que Z,, Z, occupant dans deux rectangles
quelconques des positions relatives semblables, snz re-
prend la méme valeur; snz est doublement périodique.

Fig. 13.

v

2,

zy

Dans chaque rectangle elle s’annule deux {ois et devient
| 8
infinie deux fois.

23. Vaiiat‘ons de snz. — Pour trouver, comme aux
n* 10 et 17, le lieu des points représentalifs de snz
quand z décrit dans un des rectangles de son plan une
paralléle a I'axe ou, nous écrirons

sn (u -+ vy ‘/:)

anuwy/T-+Sn200 1+ k2Sn2pg— V/—1 Sney 1 —sn2uy/1 — kZsn%u
B 1+ A%sn?u Sn2y,

)

ou nous avons représenté par Su la fonction conjuguée
de sn. Cetie fonction n’a recu aucun nom et n’aurait, du
reste, que peu d’utilité; nous ne 'introduisons que mo-
mentanément pour mieux faire ressortir I'analogie avec
le cas du sinus.

Posons suun=2E%, sn (w4 v, \/:) =U+4+V \/:,
Snv,=V,; en séparant les parties réelles et les parties
imaginaires, on aura
_ 820+ V3) (1+ A2V§)

- G+rkgrviye
Vi —82) (—A2g2)
(i keE2V2)

Uz

Vi
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Eliminant £2 entre ces deux équations on a, pour le
lieu cherché,

(v k) (1+ A2V + 4 A2V

k2 (U2 12y2 8 2
ke (U2 V) GV Grkevyy U
(7) e 2V
_ -+ K OV —
——\U V o.

En opérant de méme, dans le cas ou z déerit nue pa-

rallele a 'axe ov, il est de la forme wy +vy/—1, 0n a

sn{uwy + v y/—1)

__snuy ‘/x—»—bn?« ‘/|+/\1bn v—i—J——nSnv Vi—Sn2ugy/1— k% sn? uy

1+ A2sn%u, Sn2o

posant snuy= Uy, Snv=2E&, on a les deux équations

Uz_ Uo(‘ €Z>(‘+/‘ E )
T xkuzey

yio 2 =Ud 0 —k2Uf)
(1 k2 U3y

Eliminant £2 on arrive a

(s vey s (1 AT (1 B2 UY) — 4R20F

8) | AU v S e T
( . l+/‘2U;’U2+1—
U: =0

Pour nous rendre compte de Pallure générale des
courbes des formules (7) et (8), cousidérons Uz et V2
comme étant les coordonnées (fig.14). Les courbes (7)
sont alors des paraboles telles que P dont I'axe a pour
coeflicient angulaire — 15 elles coupent l’axe OV?2 aux

. e 1 N +Vi
points V3 et P—VE’ et axe OU2 aux pomts TRV et
15+~ AV3 .

T TeVE - Elles n’ont aucun point commun dans le

premier (/uadranl.

5
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Pour V] = % on a ladroite double D qui coupe les axes

4 1 . 1
en U= -, V22— _.
k k

Les courbes (8) sont aussi des paraboles telles que P,
leurs axes ont la méme direction que ceux des para-
boles P; mais elles sont dirigées en sens contraire ; clles

; . . I 5
coupent Paxe OU? aux points Uj et s o I’axe OV?2
L5l )6

1— U} 1 1—/Ak2U3

et

. [
— et — — —%. mour U? = -
1— kU3 o—up ol 0

I‘.

aux poiuts —

1
et Vi—=— 72 ona la parabole P” tangente aux axes en
A

ces points. Les paraboles P’ n’ont aucun point commun.

Quant aux courbes (7) et (8), on les obtiendra en
faisant correspondre a chaque point U2, V2 du premier
quadrant (puisque U2 et V2 doivent étre positifs pour
que U et V soient réels) quatre points (+ U, +V),
(£ U, —V), (U, +V), (—U, — V).

Les courbes obtenues sont donc symétriques (fig- 15)
par rapport aux axes OU, OV. Parmi les courbes (7)

- . I
(en trait plein) se trouve le cercle double C de rayon —

vk
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qui correspond a la droite D de la fig. 14. Toutes les
courbes sont fermées sauf la courbe limile qui se con-
fond avec ’axe OUj; elles coupent I'axe OU en deux

. o . . 1
points I, I’ compris entre les points d’abscisses 1 et 7;

et en deux points symétriques par rapport a OV; elles

coupent OV en quatre points symétriques deux a deux
par rapport 4 OU; deux de ces points s’éloignent a =,
tandis que les deux autres tendent vers o.

Les courbes (8) figurées en points admettent aussi
OU et OV pour axes de symétrie, elles ne coupent ja-
mais OV; a la limite clles se confondent avec cette
droite; elles coupent la partie positive, par exemple, de
OU en deux points J et J/, Pun J entre o et 1, 'autre J'
1

en
tre %

et oo ().

1=k s, g
7 avec A?+ k=1, on

a une courbe telle que le produit des distances de chacun de ses

(') Si dans I'équation (8) on fait U} =

X

. . R i s K
points aux deux points fixes U=+ 7 V =o est constant et égal a =
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On pourrait démontrer que les systémes (7) et (8)
sont orthogonaux.

Les courbes (7) n’ont aucun point commun, il en est
de méme des courbes (8). Les unes et les autres sont
des courbes fermées. Comme dans le cas des ellipses re-
latives 4 sinz (n° 41) on verra qu’il ne peut exister de
position limite ni sur les courbes (7), mi sur les
courbes (8), sn z et sa conjuguée Sns ont donc chacune
une période réelle; snz a donc une période réelle et
une période imaginaire.

26. Dégénerescences de sn. — Quand on fait K2= o,
sn z dégénére en sinz.

Le théoréeme d’addition (35), n° 18, se réduit a (1)
(n°1).

L’équation diflérentielle du n° 21 se réduit a celle du
n° 5. Les parties des courbes (7) intérieures a C(fig. 15)
se transforment en ellipses homofocales de foyers == 1,
le cercle € s'éloigne a lintini et les portions des
courbes (8) intéricures au cercle C deviennent les hy-
perboles du n® 10 homofocales ct orthogonales aux
ellipses.

Quand ou fait A2==1, sns dégénére en Thz.

Le théoréme d’addition (3) se réduit a

_ah—2Y)+x(1—a?)  a+x
- 1 — a’x? T ixarx

¢'est I’équation du n° 13.

L’équation différenticlle du n® 21 se réduit a celle du
n° 13.

Les courbes (7) (fig. 15) se transforment de la facon

suivante :
1

JE

Les points de OU d’abscisses 1,

I
et 7 se confondent;
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les parties telles que LI et 'L’ des courbes (7) se
réunissent en un méme point d’abscisses = 1 et repro-
duisent les cercles C,, C,, ... dela fig. 103 les courbes (8)
deviennent des cercles tels que Dde la fig. 10.

27. Les fonctions complémentaires. — On appli-
quera facilement cette représentation géométrique aux
fonctions cnz, dnz définis par les relations

ens =1 — sn2s, <ln:/n——/;2 sn2z,

ct dont on formera d’abord le théoréme d’addition.
Dans les Nouvelles Annales (aott 1898) M. Iaggi a
proposé d’adjoindre a la fonction sn z une fonction qu’il
appelle cosinus elliptique et qu’il note cos, z, définie
par la relation
008,58 = ——
ou bien, par suite,
/1—sin?s
CORp 5 = l—_‘—m .
Lareprésentation géométrique que nous avons exposée
permet de donner de la fonction de M. laggi une inter-
prétation simple.
Reprenons d’abord la formule (1) et faisons @ =1, il
vient
y=vi— a2

L’cllipse de la fig. 1 devient un cercle de rayon 15 et
si P'ordonnée y d’un point de ce cercle est considérée
comme élant sin z, 'abscisse x est cosz puisque I'on a
pac définition

coss =y1—sin?z.

Reprenons de méme I'équation (5) en vy faisant a =1,



elle devient

La courbe de la fig. 11, Lout en restant syméirique
par rapport aux bissectrices des axes, devient symétrique
par rapport aux axes eux-mémes (fig. 16); de la rela-

Fig. 16.

tion ci-dessus on tire, en effet, x = ; on peut

donc permuter x et y.

On remarqne que les points de croisement des asym-
ptotes qui sc trouvaient dans la concavité des brauches
infinies (fig. 11) sont ici en dehors de ces régions; cela
vient de ce que les asymptotes sont ici les limites des
tangentes horizontales et verticales aux branches infinies
de la fig. 11. Plus k2 est voisin de o, plus la courbe
centrale se rapproche du cercle de rayon 1 et plus les
branches infinies s’éloignent. Plus k2 est voisin de 1,
plus 'ensemble des courbes se rapproche des quatre
droites x = =1, y ==1.

D’aprés ce qu’on vient de voir, si 'on considére snz
comme représentant I’ordonnée d’un point de la courbe,
son abscisse n’est autre que la fonction cos. s de M. laggi.
On a ainsi plus d’analogic avec le cercle.



(304 )

On appelle intégrales de premiere espéce cu de se-
conde espéce les intégrales

/"r dr /‘". x? dr
Jo Vl—.z'z\/l—/\?;? o \/:ﬁ\/l——/ﬂx‘l

L’intégrale de seconde espéce peut se ramener a celle
de premicre espeéce et a celle qui représente 'aire com-
prise entre la courbe G, les axes el une paralléle a
Paxe oy ; en cffet, sil'on appelle g cette surface, on a

s=[ \/

ou, en multipliant les deux termes par /1 — x2,

[1~ 11— 72 dar
Jo Vi—ayy - ke

_ /" dr
o ‘/l’—“:’l‘z \/l-—/-z.Tz .
par suite :

Intégrale de seconde espéce =Intégrale de premicére espéce —g.

28. La fonction p. — On exprime d’ordinaire
P(p—+q) en fonctionde p(p), p(q), p'(p)ect p'(q);
au moyen des rclations entre p'(p) et p(p), p'(g) ct
p(q), on exprimera p(p +q) en fonction symétrique de
p(p) et de p(g). On pourra ensuite appliquer a la fone-
tion p les métho-les précédentes; nous engageons le lec-
teur & le faive. I¢i nous nous bornerons a chercher les
courbes analogues a (7) et (8). La fonction p est,
comme 'on sait, définie par trois constantes e, €., €3}
dans le cas particulier ou 'on fait

ey —e) =1, ey — ey = k2.
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on a la relation

k2
(9) ‘p(z)+l—_;__:sn+(z)'

On peutde la, sans écrire le théoréme d’addition de p,
trouver pour cette fonction des- courbes analogues aux
courbes (7) et (8) relatives a sn.

En effet, dans les équations (7 ) et (8) passons en coor-
données polairces, en posant

sn(z)= ReQVv-1
c’est-a-dire
U = R cosQ, V = RsinQ.

L’équation (7) prendra la forme

R*+ AR2c0s2Q + BR2sin2Q + C = o,

A, B, C étant trois constantes dont une seule est arbi-
traire.

Il en sera de méme pour I'équation (8). Si mainte-
nant I'on pose

)2
P(*") -+ % =pew\/jl-,

I'équation (9) équivaudra aux deux suivantes

Par suite, au moyen de la transformation p = %,
w=— 2Q, on pourra 4 chaque point des courbes (7)
¢t (8) faire correspondre un point des courbes analogues
1+ k2
3
l'axe réel pour axe de symétric (fig. 17).
Les courbes qui représentent les variations de

p(z)+ ! _;kg quand z décrit dans son plan une paral-

relatives a p + - Ces courbes n’admettent que

léle & ou, et varie par suite de quantités réelles, n’ont
Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. XIX. (Juillet 1900.) 20
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entre elles aucun point commun. Il en est de méme pour
les autres qui correspondent aux cas ou z varie de quan-
tités purement imaginaires. De plus, les deux systémes
de courbes sont constitués par des courbes fermées
(sauf les courbes limites).

Les deux systémes sont orthogonaux, car les courbes
(7) et (8) sont orthogonales et la transformation

~_l
P=Re?

w=—28Q,

n'altere pas les angles.
Parmi ces courbes se trouvent le cercle de rayon &

7
)
'
|
i
ll

1

ayant 'origine pour centre et le cercle de rayon A ayant
pour centre le point V=0, U=1.

On sait que p jouit de propriétés plus simples que sn.
En ce qui concerne les courbes invariantes que nous
venons de considérer, un fait analogue se produit. 1l
y a entre les deux systémes de courbes une symétrie
particuliére qui devient la symétrie ordinaire quand
k*=Hk?=1. L’axe de symétrie est alors Ja paralléle a
OV a la distance }.



