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CERTIFICATS D'ETUDES SUPERIEURES
DES FACULTES DES SCIENCES.

SESSION DE NOVEMBRE 1899. — COMPOSITIONS.

Lille.
CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

On considére l'équation différentielle linéaire
/

ddy  3(i—x) dy 6 dy

T, T T s e e T e T = 0.
dx3 x dr? x dr W

Iy

Cette équalion peul élre ramenée & une équation
linéaire a coefficients constants par une substitution de

N ,. .
la forme y = v désignant la nouvelle fonction et u

un polynome entier en x convenablement choisi.
Déterminer ce polynome u et intégrer complétement
I’éguation proposée.

MECANIQUE RATIONNELLE.

Ltudier le mouvement de deux points matériels
pesants de masses égales, assujettis a se mouyoir sans
Sfrottement, U'un P, sur une verticale OZ, Uautre M,
sur un plan horizontal H, et reliés par un fil flexible,
inextensible et sans masse.

A Dorigine du mouvement, le point P est au-dessous
du plan horizontal, en P, a une distance de ce plan
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OP, =1y ; le fil est tendu; la witesse initiale v, du
point M, qui est alors en M, est perpendiculaire ¢ OM,

et a pour valeur \/2g710. g désignant [’ accélération
due & la pesanteur.

MECANIQUE APPLIQUEE.

Erreuve TaEORIQUE. — L. Diagramme entropique.
Théoréme sur le coefficient économique maximum.

II. Une poutre droite, de longueur 41, reposant sur
deux appuis de niveau, supporte une charge unifor-
mément répartie p par unité de longueur et une charge
isolée 4 pl appliquée au quart de sa longueur. Déter-
miner le moment fléchissant maximum et la fléche.

Erreuve prATIQUE. — On donne les principales
dimensions d’une distribution & tiroirs superposes sys-
teme Meyer.

1° Dessiner une coupe longitudinale et indigquer
briévement le fonctionnement de cette distribution;

2° Déterminer, a l'aide de U'épurc de Zenner, les
écartements des tasseaux correspondants & divers in-
dices de détente donnés. (Négliger 'obliquité des
bielles.)
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Lyon.
ANALYSE.

I. Les trois coordonnées rectangulaires d’un point
sur une courbe C étant exprimées en fonctionde arc,
trouver enveloppe du plan rectifiant P ( plan perpen-
diculaire en chaque point a la normale principale).
Quelle doit étre C pour que cette enveloppe soit un
cylindre?

Les cosinus directeurs de la normale principale sont

drx
" " ” "
x S X = — -
) .}/ ? ? ds.z

L’équation de P, en coordonnées courantes u«, ¢, v, est
(e —ax)+ y'(v—y)+ 3" (w—3)=o.

L’enveloppe s’obtient par les procédés habituels. Si
cette enveloppe est un cylindre dont I'axe a A, B, C
pour cosinus directeurs, on a

Az"— By"+ Cz"= o,
d’ou
Az +RBRyr—Cs=us+b
(a et b = const. arbitr.).
La tangente a la courbe C fait un angle constant avee
Paxe du cylindre, ete.

I. Intégrer U'équation différentielle ordinaire du
troisiéme ordre

WY
A(y ='—,——<—,> = A(u),
(¥) 5 25 (u)

olt u est une fonch’an connue de x.
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A(y) ne change pas quand on change successivement
yeny 4+ A, By, 3= (A, B = const. arbitr.), et enfin en

ay —b

— d—bc =1
cy +d (a )
(a, b, ¢, d = const. arbitr.). D’autre part, « est inté-
. . s s .yau+b
grale et aussi (en vertu de ce qui vient d’étre dit) )
cu—+d
expression a trois paramétres. L’intégrale générale est
donc
_au~+b
Teu+d

ou a, b, ¢, d sont quatre constantes arbitraires assujet-
ties d ad — bc=1.

IlI. On envisage la fonction algébrique u de la va-
riable complexe z, définie par ’équation u?+ z5=1.
On prendra la détermination u == -+ 1 pour z =o.

z, partant de Uorigine des coordonnées, y revient
aprés avoir parcouru divers circuits fermés T. Distin-
guer parmi les I' ceux qui raménent et ceux qui ne
raménent pas la détermination initiale u = 1.

Méme question pour la fonction algébrigue z de u,
définie par la méme équation. La détermination ini-
tiale est 5 ==+ 1 pouru = o.

Quelles sont les valeurs diverses de U'intégrale

x - — — =
szti:- ﬂu_\/l-zs ?
0

u | u=—+1 pours =o

Les deux déterminations de u s’échangent quand z
tourne autour d’un des cind points ¥, (i = o, 1, 2, 3, 4),
0 étant une racine primitive cinquiéme de l'unité, et
autour du point oc.

Les cinq déterminations de z s’échangent circulaire-
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ment quand u tourne autour d’un des trois points —+ 1,
—1, .

La discussion s’achéve sans difficulté.

MECANIQUE,

Un point M matériel de masse m se meut saus frot-
tement sur un céne de révolution S, a axe wvertical;

K

Uangle au sommet est 20 <7 <, ) - S est limité @ sa

nappe supérieure.

M est attiré vers l’axe de S par une force perpen-
diculaire a cet axe; U'intensité de [’attraction est

Kzmr.

oit r est la distance de M a Daxe et K un coefficient
numérique.

Trouver le mouvement, sachant que la wvitesse ini-
tiale est tangente au paralléle de départ.

Calculer, en fonction des coordonnées deM, la réac-
tion normale du cone. Cette réaction peut-elle s'an-
nuler?

Théorémes des aires et des forces vives. Coordonnées
semi-polaires,

MATHEMATIQUES PREPARATOIRES.

GeomMETRIE ANALYTIQUE. — On a, en coordonnées
rectangulaires, la conigue C, 4xy + 4y =1.

Montrer que C est une hyperbole équilatére.

Construire le centre, les axes (distinguer 'axe trans-
verse), les asymptotes.

Calculer, en faisant usage des invariants, les carres
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des demi-longueurs d’axes; construire les foy ers et les
directrices.

Anavvse. — Trouver la courbe plane telle que le
rapport entre l'ordonnée a l’origine de la tangente et
Dabscisse a U'origine de la normale soit constant.

Errevve praTiQue. — Soit la série U dont le terme
genéral

r2n—t
Up= ——— (n=1,2,...,%).
n= y 2 )

Montrer gu’en prenant seulement n termes on com-
met une erreur moindre que

1 a2n+1
1 ———.Zv:z 27 —+ l.
Calculer, au moyen de cette remarque, avec sept
décimales exactes, la valeur de la série pour x = 45.

L’erreur commise est, pour x > o,

x2n+1
f—
an -1

a2n +1 ,‘2n+l

E=14+2?— v+t —— ..
2n—+3 2n+5

.y

E<r—a24a2b+...,

1

E< —

1 — 22
C.Q.F.D.

MATHEMATIQUES SUPERIEURES.

Eereuve praTIQUE. — Caleuler, a un dix-milliéme
pres, lesracines de I’équation algébrique du quatrieme
degré

2rt— mx3 - axl4-2)r —112 = O.
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AnavLyse. — Onal’équation aux dérivées partielles

q+W(z,y,3,p)=o0; p=3—;, q:Z—;,-

I. Soient P et P’ deux plans fixes quelconques. Con-
sidérons comme correspondants deux éléments liné-
aires situes & intersection respectivement de P et P’
avec une méme variété ou bande caractéristique et
appartenant aux plans P et P' respectivement. Mon-
trer que la correspondance définit une transformationE
de contact.

[I. QuandP et P' sont tous deux paralléles au plan
des xz et infiniment voisins [’un avec I’autre, E devient
une transformation infinitésimale ¢ de contact.

Montrer que la fonction caracteristique de ¢ est pre-
cisément W, oiL y est traité comme un paramétre.

III. On supposera les coordonnées rectangulaires et
W=A(y)~pB(y)+(x+ps)Cy)+D(y)Vr+pt

Montrer qu'il existe «® surfaces intégrales coupées
suivant des cercles par tous les plans paralléles a celui
des xz. Construire ces surfaces et achever l'inté-
gration.

On se bornera a intégrer I'équation
(1) g+A—=pB4+Clr+ps)=Dyispi=
lc reste résulte immédiatement de théories connues,
exposées au Cours.

D’abord simplifions (1).

Posons n = [C(_) Ydy. Alors

_ 95 _ 03 d?‘—Cd:'
=5 =0 dy =Ca
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on divisera le premier membre de (1) par C sans en chan-
ger la forme. Cela revient a faire simplement C(y) =1.

Posons ensuite
o z=X-+Ey) 3=L+Y(y),

il viendra
dz=pdr+qdy=dL+7dy =PdX+(Q+)dy
=pdX +pi'dy + qdy;

YA oL

P= 5‘_\7 ’ Q = 5:}; >
p=P, g=Q+7—PY;
s
dy
(1) devient
Q+-L+Puw+X+PZ+-Dyi+P2=o,
do=f +E+A, W =—E&+ 7+ B.
Déterminons § et { par les conditions
+%t+A=o, ¢—7-~-B=o,
c’est-a-dire
Pl A =B =0+7+A+B=o.

On n’a qu’a intégrer deux équations diflérentielles
ordinaires du second ordre qui, rendues homogeénes,
sont a coefficients constants. Alors A =B —o0. Cela
revient a faire A = B = o dans I’équation (1).

La double simplification C=1 et A=B =0 a pour
propriété que les cercles, dont le plan est paralléle a celui

des xz, se maintiennent tels.
On aaintégrer simplement, puisque C=1,A=B=o,

(2) ¢z +ps=R(y)/i+pi=o.

La surface S

(r 4+ u)P+ (54 0)2= 732
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(o u, ¢, p sont fonctions du seul y) est coupée suivant
un cercle par tout plan paralléle a celui des xz. Expri-
mons que S est une surface intégrale

(x+~u)+p(s+v)=o0,
W(x+u)+(35+0)(g-+v)=pp,
r—+u ol —u(x+u
== = (I:__.v’_,_.r.‘r‘h_—).

I+ 54

Portons ces valeurs dans (2). Tout calcul fait, il viendra
z(u'— o)+ 5(¢' + )+ uw' + v9'— po'— Ro = o.
De 14 successivement

s uw — v, o= u. y=—Rj;
Wt =0"4¢=73--R=o;

( 1w = Ahsin(y-+~@m), ¢=Acos(y—+un), s=w-— [R dy.

Il y a wois paramétres arbitraires %, u et ® et %3 sur-
faces S.

Chaque S cst engendrée par une circonférence de
rayon variable dont le plan reste paralléle a celui des xz
et dont le centre décrit une hélice tracée sur un cylindre
de révolution autour de I’axe des y.

Possédant une intégrale compléte, on achévera la so-
lution par les procédés ordinaires.

La simplification C =1, A = B = o, n’est pas indis-
pensable. Elle a été introduite pour faciliter la discus-
sion géométrique, beaucoup plus rapide sur (2) que
sur (1).

Cette discussion est intéressante. Par exemple, le
groupe fini continu engendré par la transformation
infinitésimale ¢, considérée dans I’énoncé, représente
le mouvement suivant : tout point du plan y = const.
est invariablement lié 4 une tangente a la circonférence

x4+ 32= Rz,
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tandis que cette tangente roule sans glissement sur la
circonférence.
Nous engageons le lecteur a achever ’étude géomé-
trique des surfaces intégrales et des courbes caracté-
ristiques.



