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EXPOSITION GEOMETRIQUE ELEMENTAIRE DE (QUELQUES
PROPRIETES FONDAMENTALES DES FONCTIONS ELLIP-
TIQUES DE PREMIERE ESPECE:

Par M. E.-M. LEMERAY.

Cest par le calcul intégral que les fonctions ellipti-
ques se sont introduites dans la Science, et c’est dans le
calcul intégral qu'il faut puiser les démonstrations de
leurs propriétés et les méthodes de calcul si I'on veut de
la rigueur et de la généralité. Mais I'emploi des inté-
grales prises entre des limites imaginaires fait appel a
des connaissances peu familiéres au début; et, tout en
laissant de c¢oté les méthodes de calcul des fonctions
elliptiques, il y a profit 4 se rendre compte auparavant,
par des moyens plus simples, de leurs propriétés prin-
cipales et en particulier de leur double périodicité. C’est
ce qu'on a essayé de faire dans ce Travail au moyen
d’une représentation géométrique qui fit la générali-
sation d’une représentation convenable des fonctions
circulaires.

Nous considérerons les anciennes fonctions elliptiques
sn, cn et dn, en nous bornant méme a la premiére a
laquelle les deux autres se raménent facilement, puis
nous dirons quelques mots de la fonction p de Weier-
strass,
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Comme sn dégénére soit en sinus, soit en tangente
hyperbolique, nous examinerons d’abord ces deux fonc-
tions et, avec plus de détails, la premiére, la plus fami-
liére, pour laquelle la représentation géométrique sera
bien facile 4 comprendre. La méthode s’étendra ensuite
tout naturellement 4 la seconde et au cas général de sn.

Notre point de départ sera le théoréme d’addition.

I. — Sinus.

1. Considérons d’abord une fonction de p que nous
appellerons sin p telle que Von ait

1°  sin(p+q)=sinpy/r—sin’qg +sing y1 —sin?p,
2° sinO = o,

) d sin p)
3° =1I.
( dp p=0

Nous admettrons ici qu’une telle fonction existe ().
Supposons p constant et ¢ variable; posons

sinp = a, sing = z, sin(p+q) =y,
on a

(1) y=ayir—x2+x\/i— a’

Nous supposerons a réel positif plus petit que 1, et
x réel et plus petit que 1 en valeur absolue.

(') Abel a donné (QEuvres complétes, t. I, p. 64; 1881) les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour qu’une relation donnée

E[F(p)F(q9)]

entre F(p) et F(q) représente un théoréme d’addition. Il faut que =
ne change pas quand on permute p et ¢. Il faut de plus que, i 'on
remplace F(g) par £[F(g), F(r)] la fonction

E{Fp.E[F(q).F(M]}

ne change pas quand on permute p, g et r.
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Sur deux axes rectangulaires Ox, Oy (fig. 1) con-

struisons la courbe représentée par ’équation (1). C’est
une ellipse dont le grand axe est dirigé suivant la bissec-
trice positive de I'angle xO y; elle est tangente aux
quatre droites x === 1, ¥ === 1. Les deux racines de
Péquation y =, sont plus petites que 1 en valeur
absolue.

2. Cela posé, partons du point P, ou I'ellipse coupe
la partie négative de I’axe Ox et tracons la ligne brisée
PoOP,M,P,... dont les cotés sont tour a tour paral-
leles 4 Ox et Oy ; dont les sommets sont alternative-
ment sur Pellipse et sur la bissectrice positive OB de
I'angle xOy, et en ayant soin de prendre parmi les
deux intersections, quand elles sont distinctes, d’une
verticale avec Uellipse celle qui n’est pas symétrique
(P, par exemple) du point précédent (P,) par rapport
a OB.

D’autre part, sur deux axes rectangulaires Oz, Oy,
construisons une courbe C de la maniére suivante :
Marquons sur O z les points d’abscisses 8, 28, ... ¢ étant
une longueur arbitraire, puis, aux ordonnées correspon-
dantes, les points P}, P,, ... ayant m¢mes ordonnées
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que M,, M,, ... ou, ce qui revient au méme, que Py,
Py, ... (fig. 2) ct faisons passer par I'origine et par ces

Fig. 2.

P/

points une courbe continue C. Menons la tangente OT
a l'origine, mesurons le coefficient angulaire ¢ de cette
tangente; puis tracons une courbe I' d’'ordonnées égales
a celles de C, mais d’abscisses ¢ fois plus grandes. La
courbe T représente la fonction sin z comme on le verra
tout a I'heure.

11 faut avant tout donner un sens précis i I'opération
qui consiste a faire passer une courbe continue par les

points O, P, P, ....

3. Montrons d’abord qu’on peut trouver une valeur a,
telle que I'ellipse

y=ayi—ar+z /1 —a;

permette d’obtenir un nombre de points deux fois plus
grand que la premiére; je veux dire qu’clle fournisse
les points donnés par la premiére, et de plus d’autres
points situés chacun entre deux des premiers. Soient
Qi, Q.. ... les points obtenus sur la seconde ellipse;
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Q.. Q2 sont les analogues de Py, Py, ... on a
ordonnée Q= a,, ordonnée Qy= 2a4 \/1 —aj.

En écrivant que les ordonnées de Py et Q, sont égales,
on a une équation d’ou I'on tire pour a,

1=y — a2
/G

De ces quatre valeurs nous laisserons de cotélesvaleurs
négatives, puisque, par convention, le paramétre qui
définit Pellipse doit étre positif; pour voir laquelle des
deux valeurs positives nous devons choisir, supposons a
trés petit. Pour qu’il y ait continuité, il faut que l'or-
donnée de Q soit comprise entre zéro et I'ordonnée
de Q),, c’est-a-dire

oL a L «a.

Cela ne peut avoir lieu si 'on prend

car 'on aurait

2a} <1+ y1—a? ou ‘/[——a_‘2<~za}’-——l,
ce qui est impossible, le premier membre de la seconde
inégalité étant positif, et le second étant négatif pour

peu que a soit plus petit que % I1 faut donc prendre
2

1—yVi—a?
a) = —_—
2

Montrons maintenant généralement que si le point
s I
Q:y. (1 entier) de Vellipse de paramétre a,, a méme
ordonnée que le point Py de Pellipse de paramétre «,
les points oy .o de la premiére et P, , de la seconde
p 20042 P vt
- A ’ b bl Ve
auront aussi méme ordonnée. Soit 3 I'ordonnée de Q.,,




( 260 )

et de Py ; on a d’une part

ordonnée Py y=ayi— 2+ y/1i— a2
et remplacant a par sa valeur 2a, /1 — a?
ordonnée Py, = 2a1/1— aj V1— 2+ y(1—a}).

D’autre part soient 7y, 1, les ordonnées de Q. ct
Q2p*+27 on a

m—al\/l y2+y‘/1—a2 1]-2:(11‘/I—T,2+‘f‘1\/l-—(1f,

d’on
1—ai=1—aj(t—y?)

—oary1/1—y2/i—al— y2(1—a}),
1——7)‘,‘::(\/l—y?\/l——(l¥—a1y)2.
et, par suite,

r,o_—al[\/l—_}ﬂ\/l—a?—a,y]

+a1‘/|—)'-/l-a2+)/(l—a ),
ne=2a1V1— 32y 1— a? + y(1— 2a?) = ordonnée Py+i.

ou

Toutes les valeurs qui représentent les ordonnées des
points P, se retrouvent ainsi parmi les valeurs des
ordonnées des points Q; donc si I'on fait le tracé de la
Jig. 2 en partant de l'ellipse de paramétre a, et en pre-

1. 3 . .
nant pour équidistance 5 au lieu de 3 on obtient une

suite de points parmi lesquels se trouvent les points
obtenus d’abord.

On peut ensuite déterminer un nouveau paramétre a,
par la relation

2
I
o
|
oS
l
—-'QM

o
, . qe n . . .
et prendre pour équidistance = ete. On aurait ainsi une
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suite de points de plus en plus rapprochés pour déter-
miner la courbe C.

Voici maintenant une remarque dont nous aurons
besoin. Les quantités a, a,, a,, . .. tendent vers zéro;
I’on trouve aisément

Ap+-1 I

lim —/—/— = —.
Qap 2

Soit ¢ la valeur de a,; construisons une courbe telle
que C en partant de I'ellipse de paramétre ¢ et en prenant
pour équidistance & = ¢. On peut prendre n assez grand
pour que ¢ soit plus petit qu'une quantité assignée
d’avance, si petite qu’elle soit; ala limite le coefficient
angulaire t de la tangente 4 'origine & la courbe C est
égal a 1; et cette courbe C se confond avec I'.

Enfin I'on arrive au méme résultat si Pon prend
pour e une quantité infiniment petite quelconque, car
Von pourrait déterminer a de maniére que a, cat une
valeur donnée.

Il résulte de 14 que nous pourrons, dans la suite,
partir d’ellipses dont le paramétre @ (tout en restant
positif et plus petit que 1) peut avoir, soit unc valeur
quelconque, soit certaines valeurs finies, soit une valeur
infiniment petite, et les résultats obtenus dans chaque
cas particulier seront applicables ¢ tous les autres cas.

4. Vérifions que la fonction représentée par la
courbe I' satisfait aux trois conditions imposées. Pour
démontrer que I'on a (p et z étant toutefois réels)

sin(p + ) = sin py/1 — sin?z +sins /1 — sin? p,
il suffit de supposer que le paramétre @ de Vellipse est
égal a sin p. Si 'on prend sur Iellipse (fig. 1) un point

dont Pabscisse soit égale & sinz, son ordonnée sera

ay1—sin2z + sinz y/1— a2 = sin(p + 3).
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Faleur et dérivée a l'origine. — D'aprés la maniére
méme dont on construit la courbe I'; on a
dsinz®

sin(o) = o, ( 7 )::0:1,

P'origine est un zéro de la fonction, et ¢’en est un zéro
simple.

5. E(/uation différentielle. — Supposons maintenant
que T'on soit parti d’une ellipse définie par une valeur
trés petite du paraméire a et que 'on ail pris 6 =«
comme équidistance dans la construction de la courbe C.
Soient Py, Py, deux des sommets successifs de poly-
gone sur lellipse, d’ordonnées y, et 3., ; la différence
des ordonnées des deux points correspondants de la
courbe T est ¥,y — ¥y, la diflérence de leurs abscisses
est a, la sécante a pour coeflicient angulaire

T =,
a ’
mais OB étant la bissectrice de 'angle xoy, le point de
I . . . 4 - vy 2 n-
Pellipse qui a pour ordonnéc y,,y a pour abscisse y.
Le coefficient angulaire est done

a\/l—_}*&—r—yu\/l—af——yu.

«a

quand @ tend vers zéro, ce rapport tend vers
Vi—yg.

aest a la limite Paccroissement ds de z; sil’on remplace
généralement y, par y, on a

N
4z =V

Période. — On a vu, au n° 2, qu'il faut choisir parmi
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deux intersections supposées distinctes de 1'ellipse avec
une paralléle a Oy, celle qui n’est pas symétrique du
point précédent par rapport a OB. En général, les deux
intersections seront distinctes; mais il est facile de voir
(ue par continuité il y a des valeurs de a telles qu'un
élément horizontal de la ligne brisée est tangent a
I'ellipse et que le fait se produit dés le premier tour fait
sur l'ellipse par une mobile la parcourant dans le
sens >\ et rencontrant les points Py, Ps, .. ..

Soit M, le point o OB coupe le coté Py, M, de la
ligne brisée paralléle a ox et tangent a Pellipse (fig. 3).

Fig. 3.

P,

Pu Mt Pun

/

/

[}

L’ellipse admettant les deux bissectrices pour axes de
symétrie, 'on a

ordonnée Py, = abscisse sz ordonnée Py..

M,_, et My, sont confondus; et ainsi de suite. La ligne.
brisée constitue donc un polygone fermé ayant les bis-
sectrices pour axes de symétrie et l’on reviendra au
point Py aprés un certain nombre (entier) d’opéra-
tions. La fonction sinz est donc périodique.

Il résulte encore de cette symétrie que, si I’'on désigne

par ‘g la plus petite valeur de z pour laquelle la fonction
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est maximum (égale & 1), on a

37

1° sinwt = o, sin — = —1, sin2w = o0;
2
o . . LT . (T
2 sin(— z) = — sinz, sin( — =2z) =sin(—=~+3).
2 2

La longueur 0o’ (fig. 2) repiésente la période 2%. La
distance OR =3,14, ... représente la demi-période.

6. Nous allons voir maintenant que, quand la variable
est purement imaginaire, il en est de méme de la fonc-
tion. Soitj une valeur complexe de z, telle que la fonc-
tion prennc la valeur purement imaginaire @\/— 1, ota
est réel. Si, au théoréme d’addition, nous remplagons

dans le second membre a et x par ay/— 1, il devient
2a /— I \/x —+ a?;

il est donc encore purement imaginaire et nous pouvons
Iécrire 7 \/—1, y étant réel; en substituant la valeur
ainsi trouvée a x (ce qui est la traduction analytique
du procédé géométrique du n° 2) nous aurons unc nou-
velle valeur encore purement imaginaire

ay—1vi+pyi+yy—ivi+a, ...;

donc, pendant que la fonction prend la valeur zéro
ct les valeurs purement imaginaires que nous ve-
nons d’obtenir, la variable prend les valeurs o, j, 2j,
3j, . ... Soient u~ v\’ — t unc valeur de la variable
et U+ Vy/—1 lavaleur correspondante de la fonction.
Représentons sur deux axes rectangulaires ou, ov la va-
leur de la variable par un point d’abscisse u et d’or-
donnée v, et sur deux autres axes rectangulaires OU,
OV, la valeur de la fonction par un point d’abscisse U
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et d’ordonnée V. D'aprés ce qu’on vient de voir, quand
la fonction prend les valeurs qu’on vient d’obtenir et
qui sont situées sur I’axe imaginaire OV, les valeurs cor-
respondantes de la variable sont situées sur une droite
du plan uoy passant a 'origine. Comme aun® 3, on peut
prendre a assez petit pour que 2z puisse étre considéré
comme le produit d’un entier assez grand p par un
nombre complexc assez petit j, d’argument constant.
Alors, quand la fonction décrit I'axe OV, la variable
décrit une droite passant a I'origine.

Il reste a montrer que cette droite est nécessairement
I'axe o¢, sans quoi la fonction ne serait pas analytique.

En eflet, on sait que pour une telle fonction les rela-
tions entre u ct ¢, représentées par les conditions

U:O, V:O,

sont figurées dans le plan wov par des courbes qui se
coupent aux points racines de la fonction, et que si I'un
de ces zéros est un zéro simple, les deux courbes qui y
passent se coupent orthogonalement. Dans le cas que
nous considérons, les deux courbes sont des droites;
elles sont donc perpendiculaires : I'une étant I’axe ou,
I'autre est I'axe ov.

7. Période imaginaire. — Dans le cas delavariable
réelle, nous 'avons considérée comme le produit d’un
nombre véel par un entier, ., qui indique le nombre
d’opérations par lesquelles on passe d’un point P au sui-
vant. Ici, nous le considérons comme le produit d'un
nombre imaginaire par un nombre entier gardant la
méme signification concréte que tout & l’heure. Appe-
lons conjuguée d’une fonction donnée la fonction réelle
définie par le théoréme d’addition de la premiére aprés

que P'on y a remplacé y, a et x par y J—r1, ay—1
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et x\/— 1. Toute fonction donnée n’admet pas néces-
sairement une conjuguée ('). Quand le fait se produit,
la période imaginaire d’une fonction s’interpréte facile-
ment. C’est, au facteur \/— 1 prés, la période réellc
de sa conjugude et réciproguement.

8. En remplagant, dans I'équation (1), y, a et x par

:)r\/__.l,u\/———l et xy/— 1, il vient

R/ SV gy e SR g}

ou
(2) y:a‘/l—k;r?—i—.r‘/li&:;‘i.

Appliquons la méme représentation géométrique qu'a
I'équation (1). La courbe (2) est une hyperbole ( fig. 4)

qui admet les bissectrices pour axes; labissectrice posi-
tive OB étant I’axe non transverse, ses asymptotes ont
des coefficients angulaires positifs qui ne sont ni nuls
ni infinis.

(') Telles sont, par exemple, e* et la fonction p dont on parlera
plus loin. Pour qu’il y ait une conjuguée, il faut que la fonction
donnée soit réelle on purement imaginaire en méme temps que la
variable.
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Si 'on trace la ligne brisée P_,M_,P,OP, M, dé-
finie de la méme maniére que précédemment, on voit
que les ordounées des points oblenus croissent ou
décroissent indéfiniment. En tracant les courbes ana-
logues aux courbes C et T, on a la courbe représentant
la fonction qui satisfait au théoréme d’addition (2). Si
'on fait en sorte que la courbe ait pour coefficient angu-
laire a Porigine I'unité, elle représente la fonction dési-
guée sous le nom de sinus hyperbolique. Pour 5 = == oo
on aSh(z)==oec.

On voit que si 'on suit la ligne brisée toujours dans
le méme sens, on ne revient jamais au point de départ.
Shz n’a donc pas de période réelle; sa conjuguée sinz
n’a donc pasla période imaginaire. C'est ce résultal
qu'il nous importait de connaitre.

9. De la définition de la fonction Shz donnée au n° 8,
il résulte qu’on a

sin(s3y/=1) =y —18hz.
Nous sommes maintenant en mesure d’attacher un sens
a la fonction sinz quand z prend une valcur complexe

de la forme u -+ V\/— i. En appliquant le théorc¢me
d’addition on a

‘ sin(u+v‘/—_1)
(3) « :sinu\/1——(sinv‘/:—1)2+sin(v‘/:)‘/|—sinilﬁt
= sinu /1 + Sh2y +y/=1She  i—sin2u
de la forme

U+Vy—=1.

Si donc I'on se donne ¢ et que 'on fasse varier «,

la fonction sin(u + ¢y/— 1) reprend la méme valeur
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chaque fois que sinz reprend la méme valeur, c’est-
a-dire quand u varie de 2m= (m entier). Par suite, si
dans le plan uoy (fig. 5) 'on trace des paralléles a ov

Fig. 5.
v
IS il it Rt EELEE St
¢ z,| 2,
v
0 u
L 27T

distantes de 2%, on pourra dire que, chaque fois que z
prend des valeurs représentées par des points tels que
Z,,7, ayant dans chaque bande des positions relatives
semblables, la fonction sinz reprend la méme valeur.

10. Aux n°*1 et 8, nous avons examiné le cas ou la
variable est purement réelle, et celui ou elle est pure-
rement imaginaire. Nous allons maintenant nous rendre
compte de ce qui se passe quand z décrit une parallele
a ’axe ou. Chacune des valeurs de la fonction est repré-
sentée en coordonnées U et V (fig. 6) par un poiut

Fig. 6.
v

d’abscisse U et d’'ordonnée V, U et V étant les fonctions
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réelles définies par 1’équation (3),
U = sinu /1 + Sh?p, V =Shoyi—sin?a.

Soit ¢, 'ordonnée de la paralléle 4 ou décrite par z
(fig- 5); et soit V4 la valeur correspondante de la fonc-

tion; quand z prend les valeurs u + v4y/— 1, la fonction
est

sin(u +¢oy/—1) = sinu y/1+ Sh2v,+ y/—1 Sh ¢o y/1— sin? .

Posons sinu = &; on aura

En éliminant § entre ces deux équations, nous aurons

U2 V2

) [ER AT

cllipse ayant pour foyers les points U === 1 et coupant
I’axe oV en = V,; a chaque valeur de V, correspond
une ellipse déterminée. Ces ellipses jouiront de la pro-
priété suivante. ’

La valcur de la fonction est représentée par un point Q
du plan UOV; 5 a alors dans son plan, ou plutot dans
une quelconque des bandes du plan uoy, une position
déterminée; quand, & partir de ce point, z décrit une
paralléle a ou, la fonction décrit dans le plan UOV
Pellipse de foyer == 1 passant par le point Q.

En appliquant la méme méthode au cas ou z décrit
une paralléle a I'axe ov, on trouve pour représenter les
variations de sinz les hyperboles ( fig. 6)

Uz \%&

—_ e ————— == 1
2
Uz 11— U2
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homofocales aux ellipses ct qui, par suite, les coupent
orthogonalement.

11. Nous avons vu que sinz admet une période réelle
et n’a pas de période imaginaire. C’est ce que montre
bien la fig. 6; chaque fois que z varie de 27 et passe
dans une autre bande au point correspondant, le mobile
qui décrit Pellipse E toujours dans le méme sens revient
4 son point de départ.

Cela n’aurait pas licu si le mobile tendait vers un point
limite sur ellipse; il est facile de voir qu'il n’en peut
éure ainsi. Soit, en effet, Q un point quelconque de
Pellipse d’ordonnées U et V; la fonction prend la valeur

X=U-=+ Vy—1.

Nous calculerons les coordonnées UV, au point Q, par
la relation
Xi=ayr—\:+ X, /i—al

Si le mobile tendait vers une position limite z sur cllipse,
on aurait

.r,:(l\/1—1‘1+x\/|—(tlzx;

or les deax valeurs de x satisfaisant a cette équation
(n°1 et fig.1) sont réelles et comprises entre —ret 1.
Comme aucunedes ellipses (fig. 6) (sauflcllipse limite)
ne coupe I'axe réel entre ces points, le mobile ne peut
tendre sur aucune ellipse vers une position limite. Il ne
pourrait en étre ainsi que pour I'ellipse limite qui se
confond avee I'axe réel; mais on a déja examiné ce cas.
Le mobile revient donc a son point de départ, les ellipses
étant des courbes fermées. '

Quand z varie au contraire le long d’une paralléle a oo,
le mobile décrit une branche d’hyperbole dans un sens
constant et Pon pourrait voir qu’il ne peut venir sur
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Pautre branche en passant par Vinfini; les branches
d’hyperboles étant infinies, le mobile ne revient jamais &
son point de départ.

12. Comme complément aux résultats du n°® 10, nous
énoncerons les propositions suivantes :

1° Quand 5 décrit dans son plan une droite faisant
un angle o avec ou, sinz décrit dans son plan une
courbe qui coupe toutes les ellipses de foyers == 1 sous
un angle constant; et, plus généralement,

2° Quand z décrit dans son plan un chemin quel-
conque R, sinz décrit dans son plan un chemin §; a
chaque point 7 de R correspond un point s de S; l’angle
que fait en s le chemin S avec U'ellipse de foyers ==
qui passe en ce point est égal & l'angle que fait le
chemin R avec une paralléle & ou menée par r.

La méthode étant maintenant exposée pour le cas de
sinz, nous cxaminerons les autres fonctions plus rapi-
dement; nous montrerons principalement comment se
transforment les résultats qu’on vient d’obtenir.

1I. — TANGENTE HYPERBOLIQUE.

13. Considérons maintenant une fonction, que nous
appcellerons tangente hyperbolique, satisfaisant aux
conditions
Thp + Thg
i+ Thp.Thg’

dTh
Th(o) = o, (-dpﬂ)P:o:l

Th(p+q)=

Posons Thp=a, Thg =, Thip +q)=y; la

courbe
a—+x
)f =

—_—
I—ax
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ou a esl supposé plus petit que 1, est une hyperbole
équilatére (fig. 7) qui admet pour asymptotes les droites

Elle coupe la bissectrice OB aux points dont les abscisses
sont &=1. Au point Ila tangente a I’hyperbole a pour coef-
ficicnt angulaire une quantité positive plus petite que 1,
tant que a est, comme nous I’avons supposé, plus petit
que 1. En s’appuyant sur cette remarque on démontre-
rait aisément que le chemin Py OP, M, P, ... s’approche
indéfiniment du point I. Si donc nous tragons comme
aun® 2 des courbes analogues a C et a I' (cette derniére
ayant 'unité pour coeflicient angulaire 4 I'origine), la
courbe I'qui représentera Th z sera formée d'une branche
infinie dans les deux sens, asymptote a la droite y =1
pour z2 =+ o0 et a la droite y =—1 pour 5 =— 0 et
dont toutes les ordonnées seront plus petites que 1 en
grandeur absolue. La fig. 7 montre que, si ’on parcourt

la ligne brisée toujours dans le méme sens, on ne revient
jamais au point de départ. La fonction Thz n’a donc
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pas de période réelle. Par 1a méthode du n° 4, on verra
que la fonction Th z satisfait & I'équation

dy _

=] — y2?
ds

14. Considérons maintenant la fonction conjuguée

que nous appellerons tangz; son théoréme d’addition
est représenté par ’équation

C’est une hyperbole équilatére ( fig. 8) qui admet

Fig. 8.
kY

En suivant le chemin P;OP, M, ... on remarque une .
circonstance nouvelle : les ordonnées des points P,
P, ... croissent d’abord, puis tout d'un coup un point
(P, surla figure) prend une ordonnée négative inférieure

N 1 . . ’
A — —, puis le suivant a une ordonnée plus grande que
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1 . . s e
— enfin, aprés un certain nombre d’opérations on

se trouve ramené dans la région de la courbe ou se
trouvent les points Py, Py, . . .; cela montre tout d’abord
que tang z est périodique et qu'elle a une periode réelle.
Si Pon trace les courbes analogues a C et a T (cette
derniére satisfaisant toujours 2 la méme condition, en
ce qui regarde le coefficient angulaire a l'origine), la
Jig. 9 obtenue aiusi représente la fonction tang z. Parla

méthode du n° 4 on verra qu’'elle satisfait 4 I'équation
dittérentielle
dy
43 o
15. Voyons maintenant ce qui se passe entre les
points Ps et P, de la figuve; la fonction tang = passe par
*+o0. En effet, remarquons comme pour sinz que les
fonctions tangz auxquelles ont est amené pour des
valeurs différentes de a sont identiques. Nous pourrons
donc raisonneren attribuant a @ une valeur quelconque.
Prenons a tel que parmi les points Py, Py, ... il y en
ait un, Py, par exemple, dont 'ordonnée soit égale a celle
du point L, intersection de la bissectrice OB avec
Pasymptote paralléle a Oy (fig. 8); en donnant a My,

le méme sens qu'au n° 2, M, se confondra avec L;
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pour obtenir le point suivant Py, nous menons par M,
la paralléle & Oy. Cette paralléle est I'asymptote elle-
méme; elle rencontre la courbe a ==o0; on peut donc
indifféremment prendre Py, = == oo, puisque les deux
points ainsi définis ne sont ni U'un ni I’ autre symetriques
de P, par rapport a OB; tangz passe donc pour cer-
taines valeurs de z du positif au négatif en devenant
infinie. C’est ce qui nous explique pourquoi, surla fig. 8,
les points P; et P, ont des ordonnées de signes con-
traires et trés différentes méme si a est tres petit. Enfin
il est facile de voir que, quel que soitle point P, qu’on
a choisi, on retrouve pour ordonnées de P, ., et des
suivants les mémes valeurs. Si I'on prend Py, =+ oo,
la paralléle 4 Ox menée par ce point coupe OB en un
point My, de coordonnées x =-+ 0, y =—+w; la
parallele a Oy menée par M, rencontre I'hyperbole
(branche H') en un point P, , de coordonnées x =0,

J’:O.

Si 'on prend Py, = — o, on trouve pour My, les
coordonnées x =— w0, y =— x, et pour Py, les coor-
données x = — o, ¥ = 03 on voil donc que dans les

b 9

deux cas 'ordonnée de P, ., est nulle. 11 en résulte
que Py, 3, Py, sont des points a détermination unique.

(A suivre) ().



