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[04a]

SYMETRIE ORTHOGONALE PAR RAPPORT A UN CYLINDRE
QUELCONQUE;

Par M. GEMINIANO PIRONDINI, a Parme.

§IL

Deux points A, A, sont symétriques par rapport a
un cylindre K (cylindre ichnographique) quand la
droite AA, est normale 4 lasurface de K et qu’en outre
elle est partagée en deux parties égales par cette sur-
face.

Deux figures I, I, sont symétrigues, quand une d’clles
est le lieu des symétriques des points de 'autre.

A une figure I peuvent correspondre une ou plusicurs
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figures réelles ou imaginaires I',. Cela tient & ce qu'un
point A a autant de symétriques A, que le cylindre K
a de normales passant par A.

Si la figure donnée est une ligne L, le lieu des pieds
des normales au cylindre K, menées des points de L,
estune autre ligne A qu’on appelle la projection ortho-
gonale de L sur le cylindre.

ProsLime. — Ondonne le cylindreichnographiqueK
et la figure primitive ¥ ; déterminer la figure symé-
trique I,.

Si A(oryy,2) Av(a, v, 20), Ao(E,0,8) sont trois
points correspondants de F, F,, K, la condition que la
droite AA, soit normale a K est exprimée par les équa-

tions
e
s 2(x—:>;~:(i’;—f.)7.—0»
D’ailleurs, puisque
on a
(3) ry=2f—ua, yi=21—y, 5 =7=3.

Puisqu’on peut regarder &, 7 comme des fonctions
d’un paramétre 7, et x, ¥, z comme des fonctions d'un
paramétre ¢, ou de deux paramétres indépendants u, v,
suivant que la figure F est unc ligne ou une surface, on
voit que la figure symétrique I, est, dans Lous les cas, dé-
finie par les équations (3), pourvu qu’on y élimine un
des deux paramétres ¢, 7, ou bien un des trois para-
metres u, v, = au moyen de la premiére équation (1).

La projection orthogonale d’une ligne L sur le cy-
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lindre K est représcntée par les équations qu’on dérive
des relations (2), en y éliminant 'un des paramétres ¢, 1,
comme on vient de dire.

La figure F est une ligne L. — Soient
n=9{), y=[f(z)

les équations cartésiennes de la section droite du cy-
lindre K et de la projection de la ligne objective L sur
fe plan z =o.
En ayant recours aux égalités (3), (1), on trouve que
la ligne symétrique L, est définie par les équations
I
r—t
n=al—a p=e®)+ T a=s
quand on emploie la relation

z+fz)e'(5) = £+ o(§)¢'(k),
pour y éliminer x ou &.
On peut effectuer I'élimination quand L est sur un
plan paralléle 4 I'axe des z.
En supposant, en effet, x =k (ce qu'on peut faire
sans nuire a la généralité), la ligne symétrique L, est
placée sur le cylindre dont la section droite est la courbe

]’_O<1‘1+/\'>+ k — =z,
1= ¥ By ~

Remarque. — Les calculs précédents restentles mémes
si, au lieu d’une ligne gauche L, on a un cylindre C dont
les génératrices sont paralléles & I'axe des z. La figure
symétrique est, dans ce cas, un autre cylindre C, ayant
méme direction que C.

La figure ¥ est une surface’S. — Soit

z=F(z,7)

P'équation cartésienne de S.
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Comme I'équation (1) donne dans ce cas

T —§

.}’=?(§)—W’

en se rappelant les égalités (3), on trouve que la sur-
face symétrique S, est représentée par les équations

-
g.’l]:‘lg—-’l‘, .71:—?(5)4‘&?&‘;;
(1) ¢ R

( zl:F[x,?(E)_i'_(—g)E]’

dans lesquelles x et & doivent étre regardés comme

deux parameétres indépendants.

Remarque. — Ce théoréme n’est pas applicable
quand S est un cylindre dont les génératrices sont pa-
ralléles & 'axe des z. Mais dans ce cas on peut mettre a
profit la remarque précédente.

§ 1.
Lxemples. — 1. La figure objective est une droite.
Puisqu’on peut prendre
z = o, y = tsin0, 5 =1tcosl

(6 étant une coonstante) sans nuire a la généralité, la
premi¢re condition (1) donne

’ !
g B
=2

7' sin ()

La droite donnée L a donc¢ pour symétrique L, la
courbe

(5) x1=2%, X1 3= 2>— " cotf,

1 Bt ", ’
_ mm,—EE £+,
= — > 7
fl

%

et pour projection orthogonale sur le cylindre K la
ligne A, qu’on obtienten portant sur les génératrices de
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celui-ci des hauteurs {(= z,) données par la troisiéme
égalité (5).
En supposant
ax + Byi+ysi=4k

(2, B, v, k& étant des constantes), les équations (5)
donnent

2387+ B(mn' — &)+ y cotB (£8'+ nv') = k.

Cctte équation, bien qu’elle ne soit pas intégrable
dans le cas général, démontre que, sous certaines con-
ditions, une droite peut avoir une symétrique plane.

Si 2 = o, on a, l'intégration étant effectuée,

(veoth —BYE2+ (ycotb + B)n2—oky =nh (I = const.).

Donc, st la ligne symétrique d’une droite est sur un
plan perpendiculaire au plan déterminé par la droite
donnée et la direction des genératrices du c¢) lindre
ichnographique, la section droite de celui-ci est une
conique ¢ centre.

En supposant

(a= const.), la troisiéme équation (5) donne par inté-
gration
£2+ 1,2= (atangl.n + D)2

Par conséquent, si la projection orthogonale A d’une
droite L sur un cylindre K s obtient en portant sur les
génératrices des distances proportionnelles aux rayons
vecteurs R dela section droite de K, cette section droite
est une conique & centre. L'origine des rayons wvec-
teurs R est au centre de cette conit/ue.

Quand on donne arbitrairement le cylindre K, on
peut tracer sur sa surface une ligne A sous des con-
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ditions telles qu’elle soit la projection orthogonale
d’une certaine droite.
En effet, supposons que I'on ait

(6) E=o(s) 1 =f¢x—cp'2(o)dc,

& étant I’arc de la section droite A, de K.
En remarquant que le rayon de courbure de A, est
donué par I'égalité
1 9'(9)
R—Te
on déduit de 1a

o(o) = [sin(A +‘/‘i:)(lc—+—ll,

k et I étant deux constantes arbitraires.
De plus, la troisiéme égalité (5) donne

S e(9)e'(s) ~
= |j'/‘\/l—(9'2(3)d6+ ‘7;‘_—‘—?,5T3—)Jcot6

(7 :3‘[Cf)i<k+f£§>ds+ta11g<k+f%?>
=< [l/‘sin(\/;-i—.f‘—l;)dc—%h]%cote.

Pour construire la ligne A dont on vient de parler, il
suflit donc de plier, sur le cylindre K, le plan de la
ligne L, représentée par la premiére ou par la deuxiéme
équation (7), suivant que la section droite A, du cy-

lindre K est définic par les équations (6) ou par I'équa-
tion intrinséque p = o (7).

Si, par exemple, la section droite de K est une chai-
nette ou un cercle, on a respectivement

(o) = Va4 a2, p=a.

La détermination de A se fait donc par la construction
indiquée, en opérant sur les lignes planes L, représen-
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tées respectivement par les équations cartésiennes :

2 2 2 2
r— (alog Va +ac +9 a|/a.a+c )

cotf,

{ = hcotf.tang <Ic -+ Z—)-

2. Si la section droite du cylindre K est la parabole

~&,

a

7 =9(f)

et si la surface objective Sest le plan
3 =F(x,y)=mz,

passant par l'axe de la parabole précitée, I'élimination

des deux parameétres z, £ entre les égalités conduit a
p ) 8

Péquation

am?yy(mx;—+5)) = (mx;+ 5, — 2a2m? (mz; — 5y).
) 1

Celle-ci démontre que le plan donné a pour symé-
trigue une surface algébri(/ue du troisieme ordre.

§ TII.

Quand on donne le cylindre ichnographique K et la
ligne A, projection orthogonale d’une ligne inconnue L,
on peut déterminer cette ligne et sa symétrique L, d'une
infinité de maniéres, car la seule condition & vérifier,
c’est que les lignes L, L, soient sur la surface réglée =
lieu des normales au cylindre K le long de A. Si I'on a
recours a la premiére condition (1), et si I'on remarque,
de plus, que pour chaque point de £ on a z={, on
peut énoncer ce théoréme :

La surface réglée £ & plan directeur, ayant la
ligne § = % (%), n = (%) pour trajectoire orthogonale
8 ) #5)7 J 4
Ann.de Mathémat., 3 série, t. XIX. (Mars 1goo.) 8
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de ses génératrices, est représentée par l'équation

[z —A(3)]W(5) [y —u(s)](s)=0.

On voit par la que, si la ligne A est de 'ordre 7, la
surface réglée ¥ est de 'ordre 2n — 1.

SV,

Prosrive. — On demande de déterminer d’abord
les conditions sous lesquelles on doit prendre deux
Jigures ¥, I'y pour que celles-ci puissent étre considé-
rées comme deux figures symétriques par rapport
un cylindre, et ensuite de trouver un tel cylindre.

Premiern cas. — Les figures données sont deux
lignes 1, L,.

Ces lignes L, L; ne peuvent pas étre tracdes d’une
facon absolument arbitraire.

En cffet, si I'on suppose que les génératrices du cy-
lindre ichnographique soient paralleles 4 I’axe des z,
menons une suite de droites paralléles au plan z=oet
s'appuyant aux deux courbes L, L;; la correspondance
entre les points de celles-ciest alors fixée complétement.
Conséquemment on ne peut pas assujettir lesdroites AA,,
joignant les couples de points correspondants des lignes
L, L,, ala condition d’¢tre normales au cylindre K (pas-
sant par les milieux des segments AA, et ayant les géné-
ratrices paralléles a I'axe des z.

On peut cependant démontrer qu’on peut prendre
arbitrairement une des lignes L, L, et le cylindre sur
lequel 'autre doit étre placée.

Si, en effet, Ly, Lo sont les projections des lignes L,
L, sur le plan z = o, supposons qu’on prenne L et L,
d’une facon arbitraire.
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Le probléme proposé est résolu dés qu'on a déter.
miné la loi de correspondance entre les points A,
A,, des lignes Lg, Lyy. Car il suffit alors de mener des
paralléles aux droites Ay, Ay, par les points de L. Ces
paralléles vout couper le cylindre, dont L, est la section
droite, suivant la ligne L, symétrique de L.

On voit donc que la seule condition qu’on doit ex-
primer est que la ligne Ay, lieu des milieux des seg-
ments Ay, Ao, est une trajectoire orthogonale de ces
droites. Or, les cosinus directeurs des segments AgA,,
et ceux de la tangente a A, sont proportionnels respec-
tivement aux difiérences

x— ). Y —Jrn

et aux quantités
d(z =+ xy), diy +yq)-
La condition a vérifier est donc la suivante
8) (r—ax)(dz+dr))+(y—y1)(dy +dy;) =o.

Ft comme celle-ci est réductible & une relation diffé-
renticlle entre les paramétres ¢, t,, en fonction desquels
on peut supposer que soient exprimés (x, y) et (zy, )
respectivement, la détermination de la loi de correspon-
dance dont on vient de parler est ramenée a I'intégration
de I'équation (8).

Remarque. — Sil'on exprime les variables x, y, x,,
¥ en fonction de & et m, en ayant recours aux égalités (2)
ct aux équations

}’=F(l‘)7 )’lei(‘Tl)y

des lignes données Ly, Lo, I'équation (8) se réduit a
une relation différentielle entre §, 7.
L’intégration de celle-ci définit la ligne A, et consé-
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quemment le cylindre K. A ce point, le probléme doit
étre regardé comme résolu.
§ V.

Exemreire. — La ligne donnée L et la ligne L, sont
sur deux plans I, 11, paralléles & U'azxe des s.

Si I'on suppose que II soit le plan coordonné y =o ct
que II; passe par 'axe des z et soit incliné de I’angle §
sur II, on a

r =1, y =o, xy=t; cot O, yi=t.

La premiére méthode conduit a I'équation différen-
tielle

(9) sinf(¢sin0 — ¢, cosB)dt + (¢sinl cos0 — ¢;) dey = o,

qu’on ne sait pas intégrer dans le cas général.
Quant & la deuxiéme méthode, si I'on remarque que

Yi=27, xy = 27 cotf), = 25—z =925 — a2 coth,
on arrive a 'équation différentielle
Edt — 1, dn—ocotf.q di = o,
d’ou, cuintégrant,

(82— 2fn. coth ——‘q’)[sinﬁ.’g’—g—(t—-cose)ﬂcoao
= C[Sinﬁ.g-—(l—k COSﬁ)n]COSO’

¢ étant une constante arbitraire.
En décomposant le trinome

g2 — a2fn.coth — 72,

en facteurs linéaires, on peut donner a I'équation ci-
dessus la forme

(10) [%sin® - (1—cos0) n]1+=*0[ZsinH — (14 cos6)n]1—0 = c.
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Celle-ci définit la section droite du cylindre K ; I'in-
détermination de ¢ nous apprend que le probléme pro-
posé est résoluble d’une infinité de maniéres.

Remarque. — La surface symétrique du plan II par
rapport au cylindre K qu'on vienlt de déterminer est
lautre plan II,.

. . ™ -
as particulier. — — =, ¢ 3

Cas particulie Quand 9 5! Péquation (g) se

réduit a cette autre :
ty dty = tdt;
d’ou, par intégration,

h=VE=7,

¢ étant une constante arbitraire.
Il en résulte alors

Pk Y _ Yty _Ye—jc
ST T =3’ n= 2 P

ct
(10 B—vi=c.

Cette équation peut aussi se déduire de I'égalité (10),

T
en y supposant § = —.

2

L’analyse précédente démontre que :

Si la ligne L du plan y = o, représentée par 1’é-
quation z = f(x), a pour symétrique une ligne L, du
planx=o:

1° Le cylindre ichnographique K a pour section
droite une hyperbole équilatére quelconque (1x), dont
les asymptotes sont les axes coordonneés.

2° La ligne L, est représentée par l'équation

51“—:./(‘/}’%”“ 40)-



(118)

Si, par exemple, on suppose successivement

::f(z)::(ax—{—ﬁ, /a.z"l—i—ﬁ,f‘;, m,...>’

\

on a respectivement

(z1— B)r—a2yi= {x2c, si—ayi=f4ac+ B,
de i ,
P R — 5 ~4_.a‘2( 2 /C
=t a a o1 yi+de),

Donc : Quand L est une droite, ou une conique &
centre, ou une parabole dont l'axe coincide avec
Uaxe des 5, ou une parabole dont l'axe coincide avec
l'axe des x, la ligne symétrique L, est respectivement
une conique & centre, une conique & centre, une para-
bole dont U'axe coincide avec l’axe des =, une ligne
du quatriéme ordre.

§ VI

Seconp cas. — Les figures données sont deux sur-

Jaces S, S,.

Quelles que soient ces surfaces, on peut les repré-
senter par les équations

s r o= flu,0),
Y =9lu v,
s o,
s.l‘l———F(t, 0),
yi=®(t,v),
. ( 3 = W¥(v),

u et v étant deux paramétres indépendants et ¢ un troi-
siéme paramétre qu’on doit regarder comme une fonc-
tion (inconnue) de u et v.

Puisque la condition z,=z est remplie quelle que
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soit la valeur des paramétres u et ¢, il ne nous reste
qu’a vérifier les deux conditions suivantes :

a. Que le lieu des milieux A, des segments AA,,
joignant les couples de points correspondants A, A, des
surfaces S, S,, est un cylindre K dont les génératrices
sont paralléles 4 I’axe des z.

b. Queles droites AA, sont normales a ce cylindre K.

Puisque la coordonnée { de A, cst une fonction du
paramétre v, la condition (a) équivaut a cette autre que
les coordonnées &, 7 soient des fonctions de I'autre para-
meétre u.

On doit donc avoir [formules (2)]

(12) d._f_J_‘iE:O 0—?—!—@:0.
v dv ’ oo ov
La condition () est vérifiée, si les droites AA, sont
normales aux sections droites correspondantes de K (re-
présentées par l'équation ¢ = const.). Or les cosinus
directeurs de la tangente aux lignes ¢ — const. sont
proportionnels aux quantités
()f do 0P
du du du " ou

ct ceux de la droite AA, sont proportionnels aux dif-
férences

JS—F, o — P
1l s’ensuit que la condition ultérieure a vérifier est
exprimée par I’équation

(3) (f— F)(—*—>+(w—¢)<"° ‘;'Z):o.

Conséquemment, les surfaces S, S; ne peuvent pas
éire prises arbitrairement d’avance, les fonctions f, o,
I, @, 4, t élant liées par les relations (12), (13).

> Y5 p ’
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§ VIL
Exemple. — Les surfaces S, S, sont définies par les
équations
z = l(u)+ mlv),
(14) ¥y =L (u)+ my(v),
3 = q’(v)’
zy= h(w)+ p(»),
(13) y1= A (@) 4+ 1q1(9),
S = qJ(())

Les conditions (12) donnent
(6) p(v)=—m(v) -+ 2, mi(v) =—my(v)+ 8,
(e, P constantes) et la condition (13) se réduit a

=W+ N)+(2m—a)({'+)N)

(17) e (L M) (L4 Ny) = (o my — BY( L+ W) = o,

d’ou, en dérivant par rapport a v,
m' (I +N)+m\(ly+ 1)) =o,

c’est-a-dire
my '+ N
' U+ )
En remarquant que le premier membre est une foune-
tion de v ct le deuxiéme une fonction de w, on doit avoir
m U+ N

=a —_— =
’)l, b [’1 . )\Il k]

a étant une constante,
On trouve par intégration

_)_\+l+al,+c
a

(18) my=am + b. =
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(b, ¢ constantes); et, en vertu de ces équalions, on
déduit de 'égalité (17)
[(a+ 1A —(a?—1){+2ali+az+2ab—afB+c](l'+))=o.
Celle-ci se dédouble de la facon suivante :
{ U'+2N=o,
19)
T

at+ 1)h—(at—1)l+2al;+ aa+2ab—afB+c=o.

Si la premiére condition (19) a lieu, l'intégration
doune

(20) h=—14e¢, (e = const.),

ce qui réduit la deuxiéme équation (18) a cette autre

(21) M=—1—

Dans ce cas, les équations (14), (15), en vertu des
égalités (16), (18), (20), (21), deviennent

xz =1l(u) +m(v),
(29) y =L(u)+am(v)+b,

3 =y(v),
zy=—1(u)—m(v)+ (a+e),

(23) y,:—ldu)—-am(o)»—b-#(@—«C:e)’
3= d(v);

ct, comme les équations (2) donnent

G E=220 =3 (-20) t=ue,

on en conclut que le cylindre ichnographique se réduit a
une droite; les deux surfaces S, S, sont donc égales.
Si la deuxiéme condition (19) a lieu, on en déduit

)= (a?— 1)l —2ali—ata—2ab+afll—c

a? -+
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Si donc on suit un développement tout a fait analogue
au précédent, on trouve que les équations (22 ) restent
inaltérées et (23), (24) sont remplacées par les sui-
vantes :

a+af—o2ab—c
a?—+1

m(v)—+ ’

a*—1

S'T‘= (@—n) lw)—rali(v)

2a l(u)+(a2—1) i (u ala+al—ab—c)+b
"y':*‘ (l'-E—l-l = )——am(v)+ pa2+l ’
si= (),
E__a’l’(u)~al,(u) a+afl—2ab—c
- at+1 2(at+1) ’
) —al(u) = lj(u) a(a+aB—c)+2b
= - ’
a?—+1 2(a*—+1)
2= (o).
Comme les derniéres équations donnent
ran = rx+a;{i——-c,

on cn conclut que, dans ce cas, le cylindre ichnogra-
phique se réduit a un plan et que les deux surfaces S, S,
représentées par les équations (22), (25), sontsymé-
triques par rapport a ce plan.

§ VI

En supposant que x, 5, §, n soient liées par les re-
lations

x:f(E), .y:?(rl)y

Ta condition fondamentale (1) fait voir que : la section
droite du cylindre ichnographique est représentée par
U'équation

i o= [ di+a fo(n) di.
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En particulier : Quand x = af. y=2bn,le cylindre
ichnographique a pour section droite la conique a
centre

(a— 082+ (b—1)r2=c.

La ligne objective L et sa symétrigue L, sont
placées sur deux cylindres, dont les sections droites
sont les dewx coniques & centre

a—1 b—1 a—1 b—1

a?

2 —_— j— 2 2
Z* =+ = yi=c, (2——a)1r’—'_(z—b)1‘y’_c'
Pareillement, quand ont lica les relations
£=F(x)) ’lzq’(y))

ou bien les suivantes

JL‘i:)\(Z‘), }’1=P-()’)a

la section droite du cylindre contenant la ligne objec-
tive L est représentée respectivement par les équations

Fﬁ(w)—x.—CI)?(_}f)—zf.vF'(x)dz——zfy¢’(y)dy:c.
W)+ p2(y) — (x4 y?)

—oxrMz)—2y p.(y)+4f)\(a')dz‘+4[;;(y)({y:c,
¢ étant une constante.

Les sections droites L, 1, des cylindres contenant les
lignes symétriques L, L,, peuvent-elles devenir deux
courbes homothétiques, aprés la rotation de [’une
d’entre elles autour d’un point?

Si 'origine des axes est le centre de rotation (ce quk
n’est pas une particularité) on doit avoir

(26)  @xy=k(xcosh—ysinf),  y;=k(xsind+ ycosb),

A et § éiant deux constlantes.
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- Dans cette hypothésc, la condition (8) devient

2k sinf

vdr +ydy = Sy

(_ydx——z’dy),

¢’est-a-dire (en posant x = Rcosu, 3 = Rsinu)

dR 2k sinf

"o

On trouve par intégration

zksin_l)“
(27) R=aei-k"

a étant une constante arbitraire.
De méme, en posant x,= R, cosu,, y, = R, sinu,,
on cn déduit

—_— x
R,:Jx’f—l—y%:kl{, cotu,—}—'—(‘ol(u—i—ﬁ),
1
et conséquemnient

2ksin0

(28) Ry = akel—F “"_6).

On a, en outre,

x + x4 (14 A cosO)yz — L sinby
= y

§=—, :
5 = Y+ zksinﬁx_{_(l_,_kcose)y’
2 2
d'ott il suit
Ry= &+ 2= @R,

2
_ (14 kcosh)cotu — ksinb
"~ ksinBcotu—+ (1+ k& (‘050)

£
cotiy= =
m

En résolvant la derniére équation par rapport a cotu,
on trouve

ksinh + (1 A cosB) cotu,
(14 kcos8) — ksinb cotu,

=cot|u arccot< l+kc050>
- ] o+ k sin®

cot it =



(123)
On a donc

= 2A+inf
aVkry ok cosh +1 [’m—#—arccot( '*““"’0)]
el—4* ksin
2

(29) Ro=

Les équations (27), (28), (29) démontrent que les
projections 1, 1, des lignes symétriques L, L, sur le
plan coordonné z = o et la section droite du cylindre
ichnographique K sont trois spirales logarithmiques
égales (1), ayant leurs péles en un méme point (' ori-
gine).

Remarque. — Les trois spirales logarithmiques re-
viennent i trois cercles, quand § = o, ou § ==.

Les deux lignes symétriques L, L, peuvent-elles étre
des lignes efrales, avec la condmon que les couples de
points homologues dans l’égalité soient aussi corres-
pondants dans la symétrie?

Puisqu'on a toujours z, = z, la propriéié susdite est
vérifiée quand ont lieu les relations qu’on peut déduire
des équations (26), en y supposant k =1.

Dans cette hypothése, on a

ydr —zdy =o,
d’ou, par intégration,
Yy =ax,
2 élant une constante.

Cette équation (en remarquant que z=x,cosf+y,sinf,

) =—ux, sinl 45, cos) donne

sin® <+« cosB
— X'q.
cost — « sin

FJi1=

(') Ce résultat n’est pas en contradiction avec la condition posce
dans le probléme, comme on peut le supposer au premier abord; en

effet, deux spirales logarithmiques semblables sont aussi des lignes
égales.



(126 )
En outre

YN

. , __ sin@+4a(i-cosl),

T+ 4 (14 cos®) —asind >’

Cette analyse démontre que les cylindres projetant les
lignes symétriques L, L; sur le plan =0, etle cylindre
ichnographique K sont réduits a trois plans passant par
une droite.

On doit done répondre négativement a la question
¢énoncée plus haut.



