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Résultat.

Aprés examen des Mémoires adressés a la Rédaction
pour le deuxiéme concours de 1899, le prix a été dé-
cerné 4 MM. Durorco et Garrucct. Leurs Mémoires
paraitront prochainement.

D’aprés le Réglement des concours des Nouvelles
Annales, les avantages attachés a un prix non décerné
doivent étre reportés au concours suivant. Ce cas s’étant
produit pour le premier concours de 1899, les avan-
tages y attachés seront reportés au deuxiéme et partagés
également entre MM. Duporcq et Gallucci.

Ann. de Mathémat.. 3+ série, t. XIX. (Janvier 1900.) 1
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RESUME DES PRINCIPALES FORMULES DE LA THEORIE
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES (*).

FONCTIONS DE WEIERSTRASS.
Développements en produits et séries infinis.
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(*) Les candidats a I’ Agrégation de Mathématiques seront auto-
risés & se servir, pour les compositions écrites, de ce Tableau qu’ils
trouveront a la librairie Gauthier-Villars.
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Développements en scries entiéres.

_ _ 8 5 83 v 83 wd —
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1

Qu =g TX a3 22.5.7 “ —_25.3.52.7“ o
o _gz_ ) & . 8 .. 38285 ..
pu= ax- 2%.7 +2‘.3.5‘1u+2‘.5.7.uu_'_
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1
gQ—GOE*) g3=140 W°

Relations entre pu et ses dérivées.
Pru=4p3u—gpu—gz=jd(pu—e)(pu—e)(pu—es),
plu=06pru — 38,

p u=12pup’u.
Homogénéité.

S(pulpw, pw)=ps(u|w,w),

L(pu|pw, pow') = &C(ulw,w’),
P(pulpw, po') = &gp(ulw,w’).
&2(pw, po') = ;}bgz(w,w'),
&3(pw, pw') = igé’a(w"”')-

Dégénérescence.
1° w=o0:

/T 2 T \2 I
P”——3<;a> +<;a 'w>’

sin?

T \2 3 3
<-"‘> :9—&3 ey = jsy ey =€3=— ——;

°
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&2 — 2783 =

T TU 1/ ™ \2
Cu—g—cotanv——a—g — | u,

(ﬂ") 2w . Tu
Su=ef\20/ “_gin —.
= 20
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2° w=uw, ' =o:

1 1
pu=ﬁ, t_u:;, su=u,

€1 =¢€y=¢€3=0, 82= 0, 3= 0.

Périodicité et formules d’addition.

plu+2w)=pu,
plu—+2w')=pu,

L(u—+20)="CLu~+ 27, n ="{uw,
Lu+aw)=Cu+ay, o=,
g(u—+20) = — enl+w gy,
d(u +2w')=— eu+u)gy,

Gu+2mw—+an (.o') = (- 1)mnrtming@mn+reng)u+mow+ne’) gy ;
nw' — wr' = i xi,

’

le coefticient de 7 dans le rapport 2 étant Supposé po-
w
sitif.
G(u+v)s(u—v)
2

pu—ppy=— e
p_ul)-—ufp; =l(u+v)+l{u—v¢)y—aolu,
% =L(u—+v)—L(u—v)—2Ly,

, .
1 pu—po
- =llu+v)—Lu—1{v,

2 pu—po

"u—1p' 2

pu-pe+plu—tv)= %(%—_{)—f) ;
P+ w)— e = L%:%Lﬁ;:e_w,
D)o BB )

(e3—ey) (ea— ez)'

(U 4+ w')— 3=
P 3 pu—ey
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Racines ey, €3, es. — Fonctions ¢y, ¢, ¢s.

€= puw, ez=P(‘°+“")7 63‘—"})0)',
' dlu—w)g(u—w)d(u+w—+w)
pu= dwcwd(w+uw)ddu ’
c(w—u)
2 =N —
11U TN ’
,
i = e+ M;Iu_)
g(w—+w')
. G (w' —
gau:eﬂuu;
gw
u—ey= SILN u e—dﬁug u—eg= 2%
p =\eu,)’ p = \ou)’ P = \su

w = 20 UG, ucu
pu= cdu

Les fonctions ¢, @, &3 sont paires.

d cu _ cpu dyu d GM“___(B e)s‘lu cu
du cyu  ohu oru' du oyu v Visvu syu’
d ohu _ Guusyu
du cu cu Ju

!
w ,
Valeurs réelles de pu quand v et 5 sont réelles.

Considérons le rectangle de sommels o, w, w + o', ',
Quand Pargument u décrit le contour de ee rectangle
dans le sens 0, v, v + v/, v, 0, la fonction pu diminue
constamment de + 00 & — 0 :

1° Quand « va de 0 & w, pu est réel ct décroit de o a
e, ; p'u est négatif.

2° Quand © vade v a w + o', pu décroit de e, a e,
p'u est purement imaginaire positive.

3° La variable « allant de o -+ o' & o', pu décroit
de e, a ey, p'u est réelle et positive.

)

2
5
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4° Enfin u revenant de o' i o, pu décroit de e,
4 — o0; p'u est purement imaginaire négative.

En tout point pris dans le rectangle, pu est imagi-
naire.

FONCTIONS DE JACOBI.

Séries trigonométrigues.

K
—ng TUu

=e V= —=>
7 ’ 2K

H(u)=2yqsine—a{/gdsin3¢ +2yq®sin50 —. ..
Hy(u)=2y/qcoso+2{g%cos30+ 2y g5 cos5o+...
O(u)=1-—2gcos2v+2g%cosfv — 2¢9cosby ...

O1(u) =1+ 29 cosav +2g*cosfv + 2g%cos60 +....

in .

PRy Gl Zéros de H(u) amK + 2niK),
Hy(u)=H(u + K), »  Hiy(w) | (2m+1K+2niK,
8(u)= ;.-’iH(u—l— iK'), » o 8(u) amK + (2n+1)i K,
e,<u)=—;u(u+x+i1{'3, » 8y (u) | (2ma-1)K+(2n-+1)iK.

Produits infinis.
=T A== =g (=g,

H(uw) = A;(/; sine(1— 2¢g%cos2¢v + g*) (1—2g*cos2v0+¢g8)...;
Hy(u) = A2V§cosv(l+ 2g2c0s2¢ +g+) (1—2g4cos2v + ¢g8)...,
O(u)=A(1—29cos2v+ ¢2)(1 —2g3cos2v +g°%)...,

6;(u) =A(1+2¢gcos2v+q2)(1+2g3cos2v +g®)....
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Addition d’une demi-période ou d’une période.

3 = e—"—?‘-(zu+ik’) b= e—i—;—t(uq—iﬁ‘)
Hu—+K)= H/(u), H(u+iK)= i\e(u),
8(u+K)y= 8,(u), 8(u—+iK')= <{AH(u),

Hy(u -+ K)=— H(u), Hy(u +iK)= 18y(u),
8, (u+K)= 6(u), 8, (u—+iK)= AH;(u),

H(u+ K-+ iK')= 184(u), H(u +2iK') =— p H(u),
o(u+K-+iK)= AHy(u), O(u—+2iK')=—p8(u),
Hy(u +~K+iK)=—iA8(u), Hy(u+2iK)= pH(u),
6, (u+K+iK)= iAH(u), 6;(u+2iK)= p6;i(u).

Dans tout ce qui suit, nous supposerons K et K’ par-
ticularisés de telle fagon que

2K
—1_—=1+2q+2q‘+2q9+....

Relations entre les et les fonctions de Jacobi.

1,

o(ulK, iK') = ::((Z;ezk

tn,

o (ulK, iK') = TELL) =g:_((‘;_;eun,

’ R ~__U'(l(--—f—lll{’—!-ll') _ e e__‘—(uz ;?T"a

Rl =", TS B
K 1

oa(ulK,iK') = i‘.%{"_f_“_)e-nru - 2((:)‘;62“"’,

Ces formules donnent les fonctions ¢ construites avec
les périodes spéciales K et iK'. D’aprés les formules
d’homogénéité, les fonctions ¢ construites avec deux pé-

riodes w et o, assujetties a la seule condition
W K
»w K’

s’obtiennent immédiatement :

H(—l—{-u> 110 .
w w P

2w

37 lw, w') = — —
(ujw, w K (o) s
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K
Hl<;u> 13“2
Gi(ujw,w') = ,(0) exw |
K
9‘<-—— u> 17 .
. w S
52(“]0’,‘13):?0)—‘@'“’ »
K
9(:,“) 1,
Gi(ulw,w') = O\(T)—e?w .

FONCTIONS snu, cnu, dnu.

snu = - H(w)

/IO

_ /K Hy(u) — _ H(K) _ Hy(o)
C"“—\/? @ VEE ek e

_ i) = _ 8(0)
he=vVEew V=600

dddition d’une demi-période ou d’une période.

sn(u + K) = fi_nn_L;’ sn(u—+tK') = oo
en(u+K) =— kdf]“u“, en(u+ iK'y =— i__kd:n“u.
dn(u+K) = —c_l%_u’ dn(u—\—iK’):——iZgZa
. e dnu
sn(u+l\—+—zh)—m;
( K+ iK' lls
cn(u + K+ )= o'
dn(u + K + iK') = ik’ 2%,
cnu
sn(u—+ 2K)=—snu, sn(u +2iK')Y= snu,
cn(u +2K) =—cnu, cn(u + 2iK') =-—cnu,

do(u +2K)= dnu, dn(u~+2¢(K')=—dnu.
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Argument purement imaginaire.
Relation entre pu et snu.

sn(u| K, LK) plu|K, LK)_—i-A—, i

sn (il K, iK)=1{ cn(z| K, iK)’ 37 Tara’

' O S " — N bk < BV
en (iu] K, iK' = S TR ( Plufo, )= eyt sn2(uy/e;—e;s)’
dn(u|K'.7K)

<
dn(iu]K,iK’)zm, (co/e,--—eszK, w'y/eq— e3 = (K.

Valeurs réelles de snu, cnu, dnu quand K et K' sont réels.
OA =K, OB =K' ( fig. 1),
Fig. 1.

Y

snu o I 5 0

cnu o I

u G A 0 B
dnu o K 1

Formules d’addition.
cnag =cnucn(u—a)+snusn(u—a)dna.
sn*y + cn2u =1
’ k2 + k2=
k?sn?u + dn?u =1,
snucnvdnv+snvcnudnu

sn(u+v) = 1 — k%sn2u sn?yp
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enucnyg —snusnydnudne

en(u+v)= 1 — k%?sn?usn?y ’

dn(u+¢) dnudne — A2snusnecnucne
- 1— k?sn?u sn%p

Dérivées.
Si 'on suppose, comme dans ce qui précéde, K et K
liées par la condition

2K
‘/~ =142+ 2q*+29°+...

T
on a
fi(snu)_ d
“gu = cnudny,
d(cnu)
—du =—snudnu,
dldnu
d(dnu) =—Kk%snucnu.
du

Développements en séries entiéres.

U.:i(\/{—i—-;f-):

snu=u--2ka “w +4/_2(12+3)__u’
- 23 ' 1.2.3.4.5

u’
—8M3(a3+ 33 %) ———— ...
b ( )1.2.3.4.'.6.7 ’

us

u? u*
cnu=1— ~— +(1+jk?) ——— — (0 +44k2+16k") —/——— +...
1.2 (=4 )x.2.3._/, (14 )1.2.3.4.5.() ’

u? u*
dnu=1— A2 — + A2(4 + k?) ——;
1.2 1.2.3.4

ub
SSmany-mmrdis RPN

1.2.3.4.5.06

— k2(16 + f4 12+ k)

Autre notation. Fonctions 3.

' 1317)
T= —> =€ .
° q9
1 L 25
Ji(e|z) =2¢*sinym — 2¢*sin3px+ag *sinsom—. ..,
L 9
Fa(v]z) =2g%cosem+2g*cos3vm + 29

’"I:

coshom—...,
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Is(v|t) =1-+2g cosavm +2g*cosfom+2g°cosboem+...,
Fo(v|T) =1—2gc0s29T +2g*cosfom —2g°cosbom+....

30(V+T}1)=3‘3("), 31(9”"%):32(9),

F(v+3)=—T(v), F3(0 + 3)=Fo(v).
1 -

— 1
Fo(0+1t)=ig *evmiTy(v), T+ iv)=ig *

i 30 ( v )1

_1 _1
S0+ 4= g CevmT(v), Fy(oriv)=g Se-vmIy(o).

1t
c_faltd(u)zzwgf((ziy

1
_ Jale) _
= 5(0)’ T o’
_ T3 ()
2= 506y’

oy ()

a

[02Db]
PROBLEMES DIVERS SUR LA METIHODE INVERSE
DES TANGENTES (');
Par M. Ep. COLLIGNON.

PROBLEME DERIVE DE CELUI DE M. DE BEAUNE.

On donne un axe fixe OX. On demande de trouver
une courbe AB telle que, si 'on méne au point M la
tangente MR jusqu’au point R ou elle rencontre I'axe,
puis par le point R une droite RN, faisant avec RM un
angle donné «, le point N, ou la droite RN coupe la
normale MN a la courbe, appartienne a une droite
donnée OH, faisant I'angle § avec I’axe OX. En d’autres
termes, le segment MN compris sur la normale entre la

(') Voir p. 488.
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courbe et la droite OH, doit étre vu du pied de la tan-
gente R sous un angle « donné constant.

On peut prendre pour origine le point O ou la droite
donnée rencontre I'axe OX. Le cas ou la droite serait
paralléle sera examiné a part. Nous prendrons pour axe
des y la perpendiculaire OY menée a4 OX par le
point O.

Pour abréger I’écriture nous poserons m = tanga et
b = 1ang 3. Nous avons, par conséquent,

MN = RM x< m.

Soient x = OP, y = PM les coordonnées du point M
de la courbe,
#=0P, y'=PN

les coordonnées du point N, commun 4 la normale et a
la droite OH.

Menons par le point M la droite ML paralléle 4 OX,
jusqu’a la rencontre de NP'. Les deux triangles MLN,
RPM sont semblables et donnent les égalités

LN LM MN
= 0 = m.

RP ~ PM ~ RM

Observons de plus que RP est la sous-tangente de la
ydx

2 Il vient donc

courbe égale a

LN =RP xm = iizy%,
LM = PM < m = my,
¢, par conséquent,
z'= OP' = 0P — LM =2 — my,
DN o dx
Y'=P'N=PM+ LN ___y—.—myc—iy-

La coundition imposée au point N(z/, y') s’exprime
par la relation y'= ba', équation de la droite OH; ce
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qui conduit a I'équation différentielle
dz
+ my - = b(x — my),
ymy =5 y)
ou bien, en divisant par y,
(1) 1+m@=b<£—m>.
Y

Cette équation rentre dans le type des équations
homogénes, et les variables se séparent si I’on prend

. x ,
pour variable le rapport > des deux coordonnées.

x . .
Posons 5= t; il viendra, en chassaut x et dw,

L XN -
1+m<t : dy>_b(t m).

. . . dy o .
On résoudra cette équation par rapport a '7; il vient

dy m dt . m dt .
7_(6——m)t—(bm+l)-b—m[t_ |—|-bm]

m—b

Mais m == tanga, b = tang ; donc '

1+bm  1-+tangatangf I _ .
b—m ~ tangf —tange ~ tang(B—a) cot(f—a);
1+bm . .
et nous ferons wo= COL(@ — U.) = 35—, > bour s]mpll-
fier la notation. Nous aurons donc
dy m dt
(2) T (7))

équation dont 'intégrale générale est

m

(3) y=C(t—pym,

avec une constante arbitraire C.
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Le cas de b == m doit étre lraité a part; on a alors
B =, et cot(f —a«) a une valeur infinie. L’équation

1+m(r+’——’;l;h =b(t—m)

perd son terme en ¢t ct se réduit a la forme

+m?2

Y [—l—ml;:

ar
(2 bis) dy __ ™ m

d’ou résulte I'équation intégrale

(3 bis) y=Ce rmi

Si dans’équation (3), qui correspond a la non-égalité
x . . ,
de m et de b, on remplace ¢ par > il vient pour I’équa-
tion de la courbe cherchée

b m

(4) yh=m=C(x — py)y-m.

La méme opération appliquée a I’équation (3 bis)
conduit a Péquation

(4 bisH x = — 1+ mt vl (%) .

Les deux équations (4) et (4 bis) donnent la solution
dans tous les cas possibles, sauf celui ou la droite OH
est parall¢le 4 OX. Mais pour la discussion du probléme,
il convient d’examiner plusieurs cas, suivant que l'on a
b < mou b > m, et suivanl que m est positif ou néga-
tif. Quant & b, on peut toujours le supposer positif.
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DISCUSSION DE LA SOLUTION.

Ce cas se subdivise
en deux, suivant que b est plus petit que m ou que b est
plus grand.

1° b < m.

L’équation (4) devient, en prenant positivement les
exposants dans les deux membres,

Premier cas : b ct m positifs.

m b
(z—py)yn=t=Cym->.

I br t négatif ‘ — 1+bm,

-c nombre . est négatif , car on a toujours y = ;——;
1 Y, . -

nous poserons donc p. = — u’, et ’équation deviendra,

m
cn posant ;{—;—b =7n,
(r + p'y)n= Cyn—1.

Lorsque n est entier, la courbe est une courbe algé-
brique du ni¢™e ordre.

Le signe de m dépend du sens dans lequel on porte
le segment MN sur la normale a la courbe; ce sens

g )
doit étre choisi dans chaque cas particulier de maniére a
q P
justifier les formules de transformation dont on a fait
usage, savoir
z'=x — my,

! — -y .
Yy =yt Iy
2° b>m.

L’équation (4) conserve sa forme primitive, p. est po-

sitif, et si I'on fait

™ _ —n, elle devient
b—-m

ynHi= C(.’l‘ — P'y)""

Si n est entier, elle est du (7 + 1)i™* ordre.
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Sécond cas : b positif, m négatif. — Alorsb — m est
toujours positif. Faisons m = — m/, en mettant le sigue
en évidence. L’équation (4) deviendra

b m’
‘ },[;_-T-_”T’: C(.’Z’ — l“'.y)~ b+m’y

ou bien, en ramenant les exposants a une valeur positive,

b m'
J,b+rrz'x (.Z‘—— H},)I;+m’: C.

| mb 1= bm eut étre positif
b—m ~— b+m P posttit,

nul ou négatif, suivant que bm' est moindre que 'unité,

Dans ce cas u =

égal a I'unité, ou plus grand que l'unité. Faisons

b+ m' . . O+m n s, .
— = n, ce qui entraine = - L'équation
m b n—i
devient

n—1

1
y " x((x—py)=_0a,

el en élevant les deux membres de cette équation a la
puissance dont I'exposant est n, il vient en définitive

_}/”_1><(.Z‘—~§L.}/)=C",

Nous résumerons les divers cas que nous venons
d’indiquer dans le Tableau suivant :



. i







Wy = (A +2) A ol — e ey gueSpud 1< g

wD) =& y-ul : o=1 ‘1= wq
wp = (A1 —2) 1l guisod v 1> wg
Pl A
Twg—1
9y
— .-nT»x\ﬁ“ﬁA\ﬁ..lll.ﬁvo w -
o yusod o ‘
~ i‘r.v w _
A\«.vfmaguT. = ¢
. q—w _
—udD) = (A 4+ ) w
1l — e el ‘quedou
+ojeuy uoinenby | ap Jw—q _
QULIOy] wq+1

7l anajoey np osudig

‘SAQ

‘W= gq

> q

‘@ 19 W AU
anapueid ap uonejdy

‘au — e e82 19 Jnedou w
: SVD aNoDdEs

Jutsod w
: SV WAINAY

‘w 3p dufis 9 saade,p
‘sed sop uoneudisp(q

Ann. de Matheémat., 3+ série, t. XIX. (Janvier 1goo.)
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La constante C qui figure dans ces équations est par-
tout homogéne a une longueur. On peut la faire égale a
zéro, sauf dans le cas de b = m. On obtient alors pour
solution une droite quelconque passant par lorigine.
Si I'on prend la droite

y=atang(B —a),
on voit qu'elle satisfait a toutes les conditions en y asso-
ciant la droite
y'=z'tangB,
qui fait I'angle a avec la premiére.

Parmi toutes les courbes qui sont comprises dans le
Tableau précédent, il peut y avoir des courbes du second
ordre. On en obtient :

1° En faisant n = 2, pour m positif et plus grand
que b;

2° En faisant n =1, avec m positif et moindre que b;

3¢ En faisant n = 2, pour m négatif.

On obtient, en eflet, d’aprés ces hypothéses, les
équations :

(x4 1y)2=_Cy,
qui représente une parabole;

Clz—py)=0%
qui en représente nne autre; et

y(@xpy)=Cs
qqui représente des hyperboles.

Les paraboles passent par l'origine, au point de ren-
contre de I'axe OX et de la droite y' = bx'.

Si I'on cherche a appliquer cette théorie & une para-
bole quelconque passant par I'origine, on n'est pas cer-
tain d’avance que cette parabole possédera réellement
la propriété indiquée. Pour qu’il en soit ainsi, il faut
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que les valeurs de m et b soient réelles; autrement il
n’existerait pas de droite réelle satisfaisant a la condi-
tion imposée. Prenons, par exemple, la parabole

(z+pwy)r=Cy.
Nous devons déterminer m et b par les relations

m n
—_—=n=29
m—20b ’

1+ bm
m—b

On tire de la premiére

b= {»m,
et la seconde devient

2
m -4 — =
m
ou bien

m2—y'm+2 =o.

On a donc pour m

! -l—g———-
m:it‘/%——wz.
2

Le nombre m ne sera réel qu’autant qu’on aura
}1’2 > 8,

et la moindre valeur admissible pour p' est égale a

24/23 4 cette valeur limite correspondent les valeurs

m =y,

ce qui donne pour les angles a et 3
@ =54°44", B =23516

environ. Les deux angles sont complémentaires, puisque
le produit des tangentes est égal & I'unité.
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La parabole
C(z—py)=p?
correspond aux valeurs de m et 5 déduites des équations

m

—n =2
b—m ’

1+mb
b—m

De la premiére on tire b = 3m, et substituant cette
valeur dans la seconde, il vient

3m2—pm—+2=o,
ce qui donne

me By /B2 _pEVe—ag
6 36 3 6

La propriété n’est donc réelle pour la parabole que
si p est au moins égal i 2 /6.

A la valecur limite

w =120,

correspondent pour m et b les valeurs

In=—l_=ﬁ= 2 et b=ﬂ)= §,
V6 3 3 2 2
et I'on a encore

mb=\/§><\/§=x,

de sorte que les valeurs limites des angles « et 3 sont

. . >
encore complémentaires. On a, pour m = ‘/3-,

et pourb:‘/g,

environ.

o =39°14/,

B = 50°46'
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Lorsqu’on examine de méme les hyperboles repré-
sentées par I'équation générale
y(zxpy)=0C,
on a, puisque m est négatif et égal & — m?/,

b+ m'

m'

= =2,

11— om'

T ™

On tire de la premiére
b=m,
et la seconde devient
m'2+a2pum —i=o,
ce qui donne pour m'
m=—p=x ‘/}I-{——:_l_

I1 faut que m’ soit réel et positif. La réalité de m est
assurée quelle que soit la valeur de p. Mais la valeur
positive exige qu’on prenne le signe supérieur du radical
et qu'on pose

m=—p+y/prrr.

La méme formule donne &, puisque b = m/.

Pour 1 = o, m'=1, et la courbe devient I'hyperbole
xy = C2, rapportée a ces asymptotes. La droite ' = bx'
est alors la bissectrice y = x de I'angle des axes. 1l est
aisé de vérifier géométriquement la propriété de la
courbe.

PROPRIETE GENERALE DES COURBES ETUDIEES.

Si on laisse de coté la constante C, I'équation de la
courbe, sauf le cas de b = m, ne dépend que des expo-

m b+ m .
sants ou +, et du coefficient p. Les expo-
m—b m
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sants ne sont pas altérés si I’on multiplie les nombres m
et b par un méme nombre A; mais le coefficient p subit
de ce fait une certaine modification et passe générale-
ment de la valeur

1+ mb- . 1+ mb2
a la valeur

m—0b MNm—b)
Toutefois, il conserve sa valeur si 'on a identiquement

1+mb 1+ mb)?
m—b6 Nm=0)

Y

c'est-a-dire si le facteur A satisfait & l'équation du
second degré

R (L LI
A <mb+[>)\+mb_0'

Les racines de cette équation sont

! D
A= 1 ¢ h == — .
mb

La premiére laisse subsister sans altération les coeffi-
cients m et b. Mais la seconde montre que I’équation de
la courbe reste la méme si ’on substitue aux rapports

m et b
les rapports
1 N
mi = - et Ilh= —;
b m’

ce qui revient a remplacer les angles

a et 8
par les angles
1 ks
- —8 et - —a,
2 2
c'est-a-dire par les angles complémentaires alternés.

Dans les cas limites signalés plus haut, les angles «

et § élant complémentaires, la substitution de g -8
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a o laisse a tel qu'il est, et 8 est de méme conservé; de
sorte que les nombres m et b ne peuvent subir aucune
altération sans changement de la courbe.

CAS DU PARALLELISME DES DRoiTEs OX, OH..

Il reste un cas a examiner : celui ou la droite donnde
est paralléle & la droite OX. Le probléme est alors plus
simple, car il suffit d’égaler I'ordonnée y' a une cons-
tante %. L’équation différenticlle devient

dzx
¥+ my@ = h,

et 'intégrale générale est
mx = hi (CZ) —J.

C’est 'équation de la courbe de M. de Beaune géné-
ralisée, rapportée a I’asymptote et & un axe perpendicu-
laire.

On voit que le probléme est trés général et comprend
comme solution des courbes d’ordres et d’espéces trés
différentes, les unes algébriques, les autres transcen-
dantes; celles-ci sont de la forme

L1+ m? (.y _
- m rt C) =0

ou de la forme
" mz = hi <é) —¥.

Toutes ces courbes peuvent étre regardées comme
engendrées par le sommet M d’un angle droit RMN,
appartenant a un triangle rectangle formé par la tan-
gente MR, la normale MN et la droite RN qui joint le
pied R de la tangente a l'intersection N de la normale
avec la droite fixe OH. Si I’on fait suivre la courbe au



(24)
point M, le triangle, dont les deux autres sommets
décrivent, I'un I'axe OX, 'autre la droite OH, se déplace
en se déformant, mais en conservant sa similitude,
puisque ’'angle MRN = « et I’angle droit RMN restent
constants tous deux. De plus, le c6té RM reste tangent
4 la courbe. Imaginons la circonférence circonscrite au
triangle mobile. Son centre sera le milieu I de I’hypoté-
nuse RN. Considérons deux positions infiniment voi-
sines du point M et du triangle RMN qui y est attaché.
Quand ce triangle passe dans la position infiniment
voisine R’M'IN’, le point I passe en I, la figure tourne
de I'angle formé par les tangentes RM, RM/, c’est-a-dire
de I'angle de contingence de la courbe; enfin les dimen-
sions linéaires du triangle sont réduites dans le rapport
des diamétres RM, R’N’ des deux cercles circonscrits.
On passe donc de la premiére position a la seconde :
1° par une translation II'; 2° par une rotation autour
de I égale a I'angle dw de contingence; 3° par une dila-
tation ou une contraction mesurée par le rapport de
deux droites homologues prises dans chaque figure :
RN R W
RN = RM ~ MN

Les coordonnées x,, y, du centre I du cercle mobile

sont données par les équations

lr )
xy ! <.r — -‘2,—(’—7~ -+ .z.")

- 1(,;1’{’)_ <_" Ly
—-.-——2 II.(()/ = {1 m)——}’(/)l—ﬁ-— >,

L= dr = Lba ,
Yi= -y <1—+—m;,—‘}7 =3 —my).

i

Si de ces relations on tire x et y en fonction de
xy, ¥, el quon substitue dans I'équation de la courbe,
on aura comme équation finale en xy et v, I'équation du
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lieu du point I. Une fois ce lieu tracé, le lieu du point M,
c’est-a-dire la courbe (x, y), s’en déduirait aisément :
par chaque point I faisons passer la droite RN qui, dans
I'angle HOX, est divisée au point I en deux parties
égales. Cette droite construite, on fera sur RN un
triangle rectangle en M, et ayant I'angle « en R. Le
sommet M de ’angle droit sera le point correspondant
de la courbe.

[A3a]
THEOREME SUR LES EQUATIONS ALGEBRIQUES:
Par M. P. SONDAT.

Si équation

n(n—ri)

(1) ¢(r) = ax"®— nbzr—1+ cxn—2—...+nkx —l=o0

. . n-1
de degré impair, a

racines égales, on a, pour
cette racine multiple,

A
P=2 T4

A, A, et A, étant des fonctions homogénes et du second

degré des coefficients a, b, c, ..., h, k, L.

Appelons ©,, ©., ¢35, ..., 04y, @, les dérivées suc-
cessives de o, divisées respectivement par n, n(n —1),
n(n—1)(n—2), ..., et soit

Y(z)=bart—(n—1)cz"2+...—(n—1)kz + L.

Dans o, et ¥, remplacons les puissances décroissantes
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dex par k, I, ..., ¢, b, a ct ensuite par [, k, h, ...,
¢, b, ou posons
A =ak—(n—1)bh+...—(n —1)hb + ka,
(2) sA,= al —(n—1)bk+...—(n—1)he + kb,
A= bl—(n—1)ck+...—(n—1)kc + 1b.

Dans ces fonctions homogénes, remplacons

par \

a, Pn—1, L?IL-—I‘ Y 2y “Dly ¢,

-G

et appelons A’, A, A} les résultats des substitutions.
Nous aurons

s A= av; —(N—1)99G ... — (R —1)C30 - + APy,
3) A= ao —(n—1)919,1+...— (R —1)P29 2+ 1Ty,
A'zz??n—l”’(”—l)‘?l‘?u—i‘f‘n _(’L—'I)‘?l?n—2+’~??n—l-
dA’ ' . s
Or —— = o, donc A’ est indépendant de x.
dx ’
De plus
4) NS

car en faisant x = o, on rend les termes de A’ égaux a
ceux de A ('),
On trouve aussi
dy)

dr

d’'ou
Al =Ar+c,
ety en faisant x = 0o, — A, = ¢. Donc

(5) A = Az — A,

(') Voir un théoréme analogue, V. 4., p. 16g; 1897.
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En procédant de méme, on aura

dn),
7z = 24 = 247 — 24,

(6) A, = Az2—2A, 2 + A,.
(s D s n+1 . .
Cela posé, si Péquation (1) a —— racines égales, en

attribuant a x la valeur, soit p, de cetle racine mul-

. . , .

tiple, annulant ¢, o,, ..., ¢,_, et, par suite, A} et A},
2

on aura, pour la déterminer, les deux équations

AP—A1=O,
(7) .
Ap?— 2410+ Ay=o0,
d’ou
Ay A,
8 — 1 "2
(8) °= 3 T s
et, par suite,
A?— AAg= o,

pour I'une des conditions de multiplicité.

Remarques. — 1. Si p était une racine multiple de

Pordre 22 3

» annulant A/, A, A}, les équations (7),

devenant identiques, la laisseraient indéterminée, mais
I’équation v, = o, traitée de la méme maniére, la ferait
connaitre, et I'on aurait alors les trois conditions simples
de multiplicité

A=o, Ay=o, Ay =o0.
II. Avec n=2v pair, si I'équation (1) avait v 41

racines égales, chacune des équations ¢, =0, ¢ =0, de
degré impair, en aurait v, car

o =z9;—¢,

et le théoréme leur serait applicable.
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Donc, quand une équation algébrique, de degré
quélconque, a plus de la moitié de ses racines égales,
la racine multiple doit affecter la forme (8).

Applications. — 1. Si n =3, on a, pour une racine

double,
bc — ad 2(ct— hd)

(9) F>=-).(b?—aw): bc — ad

II. 8i n =235, on a, pour une racine triple',

_ 2cd—3be+af  2(3d*— fce+ bf)
(10) p'—2(3c2—4boi—'.—ae)_ 2¢cd—3be + af '

ct les trois trinomes seraient nuls avec une racine qua-
druple, donnée par (g).

III. Si n = 6, une racine quintuple est donnée par (g),
une racine guadruple par (10) ct entraine alors la
condition

10d*—15ce +6bf —ag=o.

[Q1b]

LES SERIES DANS LA PANGEOMETRIE;
Par M. M. EFIMOV.

Dans son Précis de Géométrie ou Pangéométrie,
Lobatchefsky emploie les relations

1
lang;ﬂ(x) =%,

2

SIDH(Z‘) = m:
T — e—x
cosll(z) = ——-
exr + e+

Puis ¢n remplacant, dans un triangle dont les cotés
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sont infiniment petits, ces expressions par leurs valeurs
approchées

. t
sinfl () = l-—;xz,

1
cosll(z) = — §x3 =,
1 I 1]
tangll(z) = —(1— 22 ) = —
gll() r < 6 > z’
il trouve les théorémes de la géométrie non-euclidienne.
On peut montrer que |’équation

sinll(a)sinlI (&) = sinTI(¢c)

embrasse aussi le théoréme de Pythagore. En effet, en
substituant les valeurs approchées, on aura

( a? b2 c?
2 — — ] — — =] — —

Ensuite, en négligeant les infiniment petits d’un
ordre supérieur au second, particuliérement dans un
triangle presque isoscéle, il vient

a?+ b2 = c2.

De la méme maniére, la relation de Lagrange entre
triangles sphérique et rectiligne, dans lesquels les
cOtés sont égaux, mais les angles différents, permet de
déduire la formule fondamentale de la pangéométrie
pour la résolution des triangles obliquangles.

En remplacant, dans la formule du triangle sphé-
rique

cosc = cosa cosb +sina sinb cosC,
les valeurs des cotés par leurs développements en séries
trigonométriques, on a ’

1— Ef=(l_a_2>(|_?—2>+ab<l——w—z>cosc.
N 2 2 6
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Il en résulte
sinll(c) = sinll(a)sinII(b)

2
+cosl‘I(a)cos[I(b)(1—-— ar-+ 0t

6

) cos C.

Puis, dans tout triangle rectiligne,

c?= a2+ b?— 2ab cosC/;
T .
ct quand I'angle C' s’approche de -, alors son cosinus

tend vers zéro; par suite

a?+ b c?

6 6

|

Mais

tangll(c) = (l:(l — %c’),

ce qu’on déduit aussi immédiatement de

— 2
sinli(e) '~ 5°¢

!
2
cosll(c) o !
3

c3

Par conséquent

o = __l__ — 1 2
tangll(c) STIC )<l 60 ,
(1’01‘1

1— écz = sinll(c).

On détermine enfin
sinll(¢) = sinll(a)sinI(b)
-+ sinll(c¢) cosII(a) cosII(b) cosC,
d’o1, en divisant par le premier terme,

sinll(a) sinﬂ(b)'

1= cosll(a)cosT(b)cosC = Sinli(c)
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11 estévident queles valeurs approchées, actuellement
enseignées, sont les deux premiers termes des séries
suivantes

inTl 2 _ x? 5zt 6126
nll(n) = = = = s Y T T e
138528 50521 210
8! 10!
Dans 'autre cas,

. 2r 1 22
sinll(#) = ——— =1— ; —
er — e—x o

3
AT e
4! 21 6! 45 81

CERTIFICATS D’ETUDES SUPERIEURES
DES FACULTES DES SCIENGES.

SESSION DE JUILLET 1899. — COMPOSITIONS.

Clermont..

CERTIFICAT D’ANALYSE.

Trouver les courbes telles que le rayon de courbure
en un point M de la courbe soit une fonction donnée
du rayon vecteur OM de ce point, O est un point fixe.
Traiter complétement le cas ol le rayon de courbure
est proportionnel a OM.

Lorsque la distance OP du point O & la tangente
en M est proportionnelle & une puissance de OM, ilen
est de méme du rayon de courbure; trouver l’équation
de ces courbes sous forme finie.
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Errevve praTiQuE. — Calculer les deux intégrales

1
f zp(1— z)Pdz,
)

1

[ exxp(1—x)rdr.
o

En déduire une valeur approchée du nombre, base
des logarithmes népériens; limite supérieure de
Uerreur commise.

CERTIFICAT DE MECANIQUE.

I. Un point mobile sur une parabole est soumis a
Uaction d’une force, fonction de la distance, passant
par le foyer. Trouver la loi de la force pour que cette
parabole soit une courbe brachistochrone.

Etudier le mouvement et calculer la réaction.

II. Dans le mouvement d’un plan sur un plan une
droite du plan mobile passe par un point fixe O, la
base est un cercle passant par O.

Trouver la roulette et construire a chaque instant
le cercle des inflexions.

Erreuve praTiQue. — Une aire plane homogéne est
limitée par deux droites rectangulaires OA, OB et un
arc de cercle AB tangent & ces deux droites.

B

o A

Trouver en unités C. G. S. :
1° Les distances du centre de gravité auxr deux

droites OA et OB;
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2° Le moment d’inertie de I’aire par rapport a la
droite AB.

Masse totale de I'aire = 2 400,

OA = OB =18o.

Grenoble.

CERTIFICAT D’ANALYSE.
On considere la surface définie par I’ équation
. ’ P q
(22— y2+ 32)xr —2a(x2+y?) =0,

et I’on demande de déterminer :

1° Les lieux des traces des normales a cette surface
sur les plans zOx et y Ox;

2° Les lignes de courbure de cette surface.

On reconnaitra que cette surface est de deux fagons
différentes l’enveloppe d’une famille de sphéres.

Erreuve praTique. — Développement de
y= o+ Va1 (o 4 YT,

suivant les puissances ascendantes de x, m étant entier
ou fractionnaire. Cercle de convergence.

CERTIFICAT DE MECANIQUE.

Errevve tcrite. — Un point matériel M, de masse m,
non pesant, est mobile sans frottement sur la sphére

z2+ yi4-z2= al.

8 et & désignant ses coordonnées polaires (colati-
tude et longitude). Il est soumis a l’action d’une
force ¥ dirigée constamment suivant la tangente au
meridien et que l’on convient de considérer comme

Ann. de Mathémat., 3® série, t. XIX. (Janvier 19oo.) 3
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positive dans le sens oix § croit, comme négative dans
le sens opposé.

1 Démontrer que ¥ peut étre exprimé par la for-

P = mA 0 d?cotf
D— —(cotlh) — ——M
sinzf & todyr ’

mu/e

ot A est une constante positive ;
2" On suppose F donné et égal
m . sin2¢

T Tsirg (B0

on demande de déterminer les différentes trajectoires
que peut décrire le point het de montrer que les cénes
avant pour sommet le centre de la sphére et pour
directrices ces trajectoires sont tous du quatriéme
degré.

Examiner le cas particulier suivant :

Yo =0; la vitesse initiale v, est perpendiculaire ¢ O s,
etlon a:

02 — __4___.:1” — (0, << E\ .
O 3 sin2 0, 2

Ernsuve vratique. — On donne un prisme droit
homogene dont la section droite est un triangle rec-
tangle et isoscéle OAB de coté a et dont les arétes ont
une longueur h. La densité du prisme est o.
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On demande les moments d’inertie du prisme par

rapport a ses arétes et les longueurs des pendules

[¢] a A

8

simples synchrones des pendules composés que !’on
obtient en faisant osciller le prisme successivement
autour de ces arétes supposées horizontales.

Lille.

CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.
1° Déterminer les poles de la fonction de u

, ,
y = l pU—PY

ot pu est la fonction de TWeierstras et o v désigne un
argument constant;

2° Décomposer celte fonction en éléments simples et
déterminer son intégrale ;

3° Démontrer a priori que la fonction elliptique
du huitiéme ordre

()
du

satisfait & une équation de la forme
dy
<:TZ) =/

ot f(y) représente un polynéme du quatriéme degré
en y; former ce polynéme.
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MECANIQUE RATIONNELLE.

Deux points matériels non pesants M et M, de
masses m et m', sont assujettis & se mouvoir, sans frot-
tement, le premier sur un cylindre de révolution, le
second sur 'axe de ce cylindre; on demande d’étudier
leurs mouvements, sachant qu’ils s attirent proportion-
nellement & leur distance.

On suppose qu’a Uinstant initial les deux points
sont dans un méme plan xQOy de section droite du
cylindre, et Uon déterminera les vitesses initiales, de
maniére que le centre de gravité Gc du systéme des
deux points reste dans le plan x Oy, pendant toute la
durée du mouvement.

MECANIQUE APPLIQUEE.

CoxreosiTioN Ecrite. — Iotablir les équations de la
théorie genérale des turbines hydrauliques, et les
appliquer & une premicre étude comparative des
diverses dispositions adoptées pour ces moteurs.

CPREUVE vRATIQUE. — On donne, par un croquis
coté, une distribution Farcot dont I'une des ailes de
la came a pour profil une développante de cercle.

1 De quel angle faut-il faire tourner la came pour
Jaire passer Uindice de détente de {5 a &, 3%, ...7

20 Déterminer par tangentes le profil de la seconde
aile de la came de maniére a obtenir le méme indice
de détente des deux cotés du piston, malgré l'obliquité

de la bielle du piston.

ASTRONOMIE.

Erreuve Tatorique. — Déterminer les éléments de
lorbite d’une planéte dont on connait la position et la
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vitesse initiales (on établira toutes les formules em-
ployées).
Etudier comment varient ces éléments lorsque, la
grandeur et la direction de la vitesse initiale restant

8
invariables, la position initiale occupe les différents

points d’un rayon vecteur issu du Soleil (on laissera de
coté les orbites hyperboliques).

Marseille.

ANALYSE INFINITESIMALE.
On considére la fonction

y=a(s—z)—far(z —x)P+(6ax?+b)(z—x)?
—2z(2axi+b) (s —2x)- ar'+ bxrr+c,

et Uéquation di[féren/ie//e

ds —
an =V

1° Intégrer cette équation quand on a
a=1, b=1, ¢ = o;
2° En prenant s — 2x pour nouvelle fonction de x,
on peut ramener l'intégration de l’équation différen-
tielle aux quadratures. Réduire ces quadratures aux

formes les plus simples dans le cas oivc n'est pas nul.
On considérera specialement le cas ot l'on a

a+b+c=o;
3o Intégrer I'équation différentielle, dans le cas o

lona

au moyen d’une série entiéere en x, sannulant
pour » = o, et convergente dans un cercle ayant pour
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centre lorigine. On indiguera seulement la rigle
de construction de la série, et I'on déterminera une
limite du rayon du cercle de convergence.

Posans :
z 20 =1,

il viendra
y=ali4+bt2c=T,

et I'équation générale

s
A Rk T
prendra la forme
e ot
dr = -—
S —2

ou les variables sont séparées.
Dans le calcul proposé, on a, par les procédés clas-

siques, poura =1,b=1,c=0

€ o —
{+ 2
2 ’ J
— parclyg = 4+ xarclyg —-— —(»
BB oo
oul'ona
e 0 — o= (12— a?) (2 + B2).

Dans le cas général, on a des intégrales abéliennes de
forme classique qui, pour @ + b + ¢ = o, se raménent
a I'intégrale elliptique de premiére espéce

Enfin, dans lecas oul’on a

a =1, b =o,

I’équation différentielle a la forme
o e I
de =V (5—2r) ’

En appliquant le théoréme classique de Briot et Bou-
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quet, en peut prendre, par exemple,
b=|z|<i, a=lz|<}, M=/2.

ct 'on a pour rayon du cercle de convergence d’apreés
Briot et Bouquet
2Ma
a' = a(r— e b ): a(1—ev?),

Erreuve praTiQUE. — Ramener & une intégrale
simple le calcul de U’aire déterminée par un contour
simple fermé sur le paraboloide dont 1’équation est

=5,
a
en coordonnées rectangulaires.

En particulier, faire le calcul dansle cas ot Uaire
considérée se projette suivant l'une des boucles de la
courbe définie sur le plan des xy par l'équation

P2+ a?= a? Vi+2sinw cosw,
Evaluer cette aire & 1™ prés, en prenant a égal

aa1®,
Quelle est la signification du signe de a?

SOLUTIONS.

. », 3 ,
— (lw[(a2+ 91)2—“(_02+P3)2];

A=
Sa .
w,
fo=o0, (p} + a?)*=a?(sinw + cosw),
a(4f—=
A= —(—46—‘) = a?x 0,143o0.

Le signe de a est lié a la distribution des plans tan-
gents le long d’une génératrice.
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MECANKQUE.

Dans un plan vertical, une plague ABCD est assu-
jettie & glisser sur une droite horizontale OX; la
plague pése 10%¢ et le coefficient de frottement est
égal do,2.

En un point E de la plaque est attachée l'une des
extrémités d’un fil, flexible, inextensible et sans
masse, qui va passer sur une poulie pleine et homo-
géne pesant 108, qui est mobile lautour d’un axe ho-
rizontal 1.

[:j

Le fil s’enroule d’abord sur la poulie sur laquelle
il ne peut pas glisser, puis il quitte la poulie et porte i
son autre extrémité un poids P de 1*¢.

Primitivement les corps sont sans vitesse. Entre la
plaque et la poulie, le filn'est pastendu, et U'excés de
sa longueur entre le point d’attache E et le point H
ot la tangente EH, qui est horizontale, toucherait la
poulie est égal & 1™. De méme, entre la poulie et le
poids P, le fil n’est pastendu et il a un excés de lon-
guewr égal a 1™. Le poids P est situé sur la tangente
verticale & la poulie. L'horizontale EH passe par le
centre de gravité de la plaque; de sorte que le frotte-
ment n'intervient pas pendant la percussion.

On abandonne le systéme & lui-méme. Etudier son
mouvement.
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SOLUTION.

Il y a un premier choc apres lequel le poids P et le
point K de la poulie ont une vitesse

V=

Vag
6
Avant le deuxiéme choc, cette vitesse est devenue

78,
18

1
=0} -+ -3—g=

Aprés le deuxiéme choc, le théoréme des moments
des quantités de mouvement appliqué en considérant
'axe de la poulie donne une vitesse nouvelle

3 1 —
w= -0 = —V14g.
2 80 16‘/“5’

On considére enfin apreés le deuxiéme choc le systéeme
entier (poids, disque, plaque). On applique le théoréme
du centre de gravité a la plaque, le théoréme des aires
aa disque, et enfin on a pour le mouvement du poids P

d*x 9 78
ar = 8% s’

La vitesse devient nulle quand on a

56

et le systéme entier s’arréte.

Erreuve praTIQUE. — Une ferme ABCDE du systéme
Polonceau a 4o™ de portée; elle repose par ses extre-
mités A et C sur deux murs verticaux.

La hauteur du sommet B de la ferme au-dessus de
U’horizontale AC est de 10™ et la barre horizontale DE
qui relie les deux arbalétriers est a 1™ au-dessus de AC.
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Chacun des arbalétriers AB et BC est formé de
quatre tiges sarticulant entre elles et sur lesquelles
s'articulent d’autres tiges formant, comme lindique la

B

Vo7

Jigure, six triangles pour l'ensemble du systéme de
chaque arbalétrier.

La ferme supporte un poids de 400 par métre cou-
rant.

Trouver les tensions des tiges en recourant au dessin
ou au calcul, selon la tension qu’il sagira de déter-
miner.

On calcule la tension de la basc DE en prenant lcs
moments par vapport au point B.

Pour toutes les autres forces ou Lensions la regle du
parallélogramme appliquée graphiquement suffit.

ASTRONOMIE.

1 Définir l'équation du temps, calculer les pre-
miers termes de son développement et montrer qu’elle
s'annule quatre fois par an.

Pour établir ce dernier point, on admettra que
Uexcentricité de [’orbite terrestre est de 6_'0 et que
tang'-‘z == IIS’ s désignant Uinclinaison de ’écliptique
sur I’équateur.

2* Définir les éléments de Uorbite parabolique
d’unc cométe. Etablir Uégquation algébrique qui,



(43)
dans le cas du mouvement parabolique, sert a calculer
l’anomalie vraie au moyen du temps écoulé depuis le

passage au périhélie.

Eprevve prATIQUE. — Premiére question : Etallir les
Sformules qui donnent sin*x et cos®x en fonction des
sinus et des cosinus des multiples de I’arc x.

Faire l'application a sin®z et vérifier I’exactitude

de la formule obtenue en attribuant & x la valeur - -
J

Deuxiéme question. — D’aprés M. Faye, la lon-
gueur s d’un arc de méridien terrestre exprimé en
Loises a pour expression :

s=[1,1997220]a" —|4,22571]sina cos2¢ +[1,254 ] sin2a cos 4 ¢,

a désignant ’amplitude de cet arc, et b sa latitude
moyenne.

1° Calculer en toises, au moyen de cette formule, la
longueur de I’ arc compris entre les paralléles de Paris
et de Marseille, en adoptant pour latitudes respectives
de ces paralléles :

Paris.......... ceeeneee. 48°50.11" N
Marseille . ........ooL .. . 43°.18.19" »

(dans la formule ci-dessus, les nombres entre crochets
sont des logarithmes; " désigne U'amplitude de U'arc
évalué en secondes);

2° Calculer le méme arc s en métres, sachant
que 10000000 de métres valent 5130740 toises.

SOLUTION.

Premiére question. — Des formules bien connues

2ising = el — e—ix, 2 cosx = el e—ix,
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on déduit immédiatement pour toutes les valeurs de n

n .
2%~lcos} = cosnx +~ —cos(n —2)x
1

nin—u)

cos(n— 4)@x—+...,

pour n pair
- n
(—1)222—1sin % = cosnx — — cos(n— 2)x

m—) cos(n—4)r —...,

et pour n impair

n—1

- . . n .
(—1) % or—tsinf = sinnxr — Tsm(n —2)x

n(n—i
—+ (l —)-sm(n—;)x—

Quand n est pair, il faut prendre la moitié seulement
du dernier terme qui a été doublé
2*sindz = sinbx — 5 sin3x + 10 sinzx.

Deuxieme question :

¢ = 43.18.19 v—o = a= 531 .50,
9'= 48.50.11 200 =11. 3
¢-+o' =2y = g2. 8.30 a” = 19912"
4Y =185.17
s =TI+ 11 +11I
Log. Log. T.
AR e d,2991149  T.o....oool 5,4988369 315382,0
Cocfficient l ..... 1,1997220 Il.......... 1,78234 60,6
Mi......... —o0,536 —3,4
sinat. ...l 2,98401 s (en toises). 315439,2
cos2y.....ann.. —32,57262
— Coefficient II..  —4,22571 s (en toises). 5,4989157
toise 808
métreooo-oo 0’2 9 200 "
sin2a......... . 7,283 s(en métres). 5,7887357  614802,6
coun‘g ........ .. —1,999

Coefficient II1.,.. 1,254
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Reponse :

{ 315439,2 toises.
s =
614802,6 métres.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSKES.

Question 193.
(1848, p. 368; 1898, p. g9.1

Trouver et discuter l’équation de la surface qui jouit
de cette proprieté que la somme des distances de ses points
aux trots cétés d’un angle triédre trirectangle est con-
stante.

SOLUTION
Par M. L. RIPERT.

Le triédre donné étant pris pour triédre coordonné, en ren-
dant rationnelle 'équation

(1) Vit + st /3 22 2l pi=2aq,
on Lrouve aisément

2324 B2 - 22yt fat (24 yi4 32) — fat ]2
Y Y Y
—16a?(y?+ 32)(22+2?)(22+ y2) = o,

ou
( (Z)222)2—8a[22y? 52+ 252 (y2 + 22)]
2
) +8a*(2Zz*+3Xy23%) —32a°2 22+ 16ad = o.

Cette surface du huitiéme ordre admet les trois plans coor-
donués et leurs six plans bissecteurs pour plans de symétrie.
La section par un plan coordonné se décompose en quatre
hyperboles équilatéres

z=o0,
(3) S [y = 2a(x + y) + 2a2]
( X< [zy o2a(x —y)—2at]=o.

La section par un plan bissecteur se décompose en deux
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droites doubles (paralléles a I'axe correspondant) et en deux
ellipses ayant leurs centres sur ces droites doubles

y=23, (yia\/;)z(fzxz—:—_y‘liaa\/;y—2a‘2)=0.

La surface a donc douze hyperboles, douze ellipses et douze
droites doubles (arétes d’un cube concentrique dont le coté
est 2@ y/2); la section par une face de ce cube (z,y ou

5 ===ay/2) se composc des quatre arétes (doubles) de cette
face.

La courbe de 'infini se réduit aux trois points a I'infini sur
les axes coordonnés, points qui sont quadruples, car, pour
toute droite (z = A, ¥ = p), I’équation (2) a quatre racines 5
infinies. Ces points sont sommets doubles de trois cylindres de
révolution (22 + y?= ja?, ...), passant chacun par quatre des
droites doubles, et doublement asymptotes a la surface (2).

Cette surface correspond d’ailleurs, non seulement a I'équa-
tion (1), mais a I’équation

(4) :.*:\/)7“—%— sz J;Z—f—.n'-’+\/.z-‘l+_y'l=2a.

En construisant les quatre hyperboles (3), qui coupent les
axes aux points A, A'(r =%+ a, y =o0), B, B (r =0, y =% a),

on reconnait aisément que la partie de la surface correspon-
dant a équation (1), c’est-a-dire plus spécialement a ’énoncé,
est celle qui est limitée, dans le plan des xy, par le quadrila-
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tére curviligne ABA'B’'. Cette partie de la surface est tout
entiére a l'intérieur de la sphére de rayon a.

Coupe par le plan des XY.
C, Cylindre y*+ z*= 4a’.
C, Cylindre z° +~2*=fa.
C, Cylindre 2+ y*=4a’
D, D', D", D" pieds de quatre droites doubles. Les huit autres sc
projettent deux a deux suivant DD’, D'D", D"D"”, D" D.
En prenant toutes les distances posilivement, on voit que, dans
I'angle XOY, on a respectivement

Sur AB........ OM + PM + QM = 2a
Sur AE........ OM + PM — QM = 2a
SurBF........ OM — PM + QM =2a
Sur GH ....... — OM + PM + QM = 2¢

Les autres parties sont symétriques.
g, ¢, DD', D"D” projection des sections par les plans Y == 3.

Ce qui a empéché sans doute de donner plus tot une solution
de la question 193, c’est que, aprés avoir obtenu I'équation (2)
de la surface, on a abandonné I'équation initiale (4). Or,
(2) est presque impossible 2 manier, tandis que (4) montre
beaucoup de choses. Par exemple, de (2), on tire

S = 0.
(5) sz‘y‘—8a2x2y2(x2+]'?) )
U +8ak(2x*+ 2y <+ 322y?) — 32a8 (22 + y2?) +16at =o.

Il est trés difficile de voir directement que le premier
membre est décomposable en quatre facteurs, tandis que,
avec (3), on a

N +tytarty/ri+ yr=1a.

S=0

On voit alors que, dans le plan des zy, le lieu se compose de
quatre hyperboles, et ’'on a les quatre facteurs de (5), comme
il est facile ensuite de le vérifier.

La méme remarque s’applique aux sections par y ==t 3, ....
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QUESTIONS.

1833. Soit
ax?+2bzy =+ cy?
=(a'+ia")x?+ 2(0'+ 0" Yay +(c'+ ic")y?

une forme binaire quadratique a coefficients imaginaires telle
que la partie réelle

a'zt+2b'zy + c'y*

soit une forme positive. Démontrer que le déterminant de la
forme proposée
D = ac — b2

n’est jamais négatif (1). Soit
VD =« -+ B
la valeur principale (celle des deux valeurs de la racine dont

la partie réelle a est >o0) de la racine carrée de ce déter-
minant.

Posons
a = a,y/D, b =byyD, ¢ =cy/D;

ay, by, ¢, sont des quantités imaginaires dont nous désignerons
les parties réelles respectivement par aj, by, cf.
Faire voir que la forme

, , ,
ayx?+ 2byxy + ¢, y?

est aussi une forme positive. (3. FrRANEL.)

ERRATA.

T. XVII, 1898. — P. g9, ligne 15, il y a une légére erreur typogra-
phique. Au lieu de constant, lisez constante.

(1) Cest-a-dire que s'il est réel, il est nécessairement positif.
q p
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[K6b]

SUR LES EQUATIONS FONDAMENTALES DE LA THEORIE DES
SURFACES, RAPPORTEES A DEUX TRIEDRES BIRECTANGLES

SUPPLEMENTAIRES MOBILES;
Pir M. abbé ISSALY,

1. Considérons comme prélude une ligne, tout d’abord
quelconque (s), située sur une surface F, ou mé¢me (*)
sur une pscudo-surface &, tangentes, i origine M, au
plan des XY, et supposons en outre que P'axe des X du
triedre trirectangle mobile MXYZ, ou T, coincide avec
la tangente en M a la courbe.

Soienta, b, ¢, a’, ... les cosinus directeurs des arétes
de ce triédre, par rapport au triedre fixe Ty, et soit
enfin R le rayon de premiére courbure de la ligne pro-
posée. Lasimple projection sur I'axe OX,, par exemple,
d’un triangle isoscéle ayant pour longucur de ses cotés
égaux l'unité, nous donnera

a+ dscos(R,No)—(a+da)=o0;
d’ou Von tire
da

% = cos(R, Xo).

. e ds
Mais on a, par définition, praltE donc
da _cos(R,Xy) & " a gt
ds = R~ ® R, ¢ 7

(') Voir notre Theorie des systémes triples de pseudo-surfaces
( Nouvelles Annales, p. 204; 1890).

Ann. de Matheémat., 3¢ série,t. XIX. ( Février rgoo.) 4



en posan t

r= et q=— 5"

T
i,
Que si maintenant, d’isoléc qu’clle était, la courbe (3)
devient une ligne coordonnée, on concoit sans peine
que, par une généralisation ou une extension conve-
nables de la méme méthode, on puisse établir geomé-
triguement (') le systéme qui suit:
Ja
Js

oa’ "
(1) (s = ap—ar,

Il

ar—aq,

oa’

—;—);;—_-(l(/ —ap,

aussi bien que son analogue

(1) — =a'r—ayqg,

De la diverses conséquences dignes de toute” attention,

1° Lorsqu’il s’agit de pseudo-surfaces, les arcs ds,
ds' doivent &uwe regardés comme indépendants. S'il
s’agit de surfaces, au contraire, on a, pour les soumettre
au caleul, les expressions usuelles

ds = A du, ds'= AN'du'.
2° On sait (ue, de nos jours, le systéme communé-
ment adopté pour tenir lieu des relations (1) est

na , ”
— =a'r—a
Ju 7

PR

(') Pour plus de détails, voir dans le Bulletin de la Socicte
mathématique de France Varticle intitulé Nouveaux principes de
la theorie des congruences de droites; 1888.
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Or, le calcul précédent fait voir qu’un tel systéme
est manifestement fautif et qu'on doit, bon gré mal gré,
dans le cas des surfaces notamment, le remplacer par

cet autre

’ ()a__'_d_(l___.a/,. a'l
() Jos A ou 7

3 II est vrai que, pour ncutraliser ou compenser P'er-

. . . A A .
reur ainsi commise, on prend r = l';{’ g =— = aulieu
¥y 3
1 I . .
der= RO = o5 mais une telle substitution n’en
Y M

est pas moins vicieuse, ainsi que la démonstration ci-
dessus le prouve quasi par surcroit.
4° Aureste, la compensation indiquée est loin d’étre
toujours aussi cfficace qu'on pourrait le croire, car,
substituer, par exemple, la condition analytique explé-
live
A'p+Ag =o,

a la condition géométrique exacte p + ¢'= o, dans les
calculs relatifs aux surfaces en général, ¢’est se mettre
dans I'impossibilité d’établir directement la propriété
caracléristique de toute surface, laquelle consiste, on le
sait, dans l'orthogonalité de scs lignes de courbure.
Mais nous aurons a revenir tout a I'heare sur ce point
important.

2. Au triédre trirectangle mobile qui nous a servi
jusqu’ici, substituons deux tri¢dres birectangles supplé-
mentaires MXYZ ou T, d’angle @, et MX,Y,Z ou T,
d’angle =— ®. Soient a, b, ¢, a/, ... et ay, by, ¢y,
a,, ... les cosinus directeurs de leurs aréies respec-
tives. Par rapport au premier de ces tricdres, le sys-
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téme (1) devra étre remplacé par le suivant :

Jda 1 da , v s
% =X ou =ajr—ajqsind,
da’ 1 da’' ) .

(2) ¢ d—s:;\_n:_a;psmd)—-a,n,
oJa’ 1 Ja’

T TR gn I ap

dans lequel

) L 1 0P
(3) n_l—l—dT__r o’

ct ou les cosinus qui y figurent sont liés entre eux par

les relations
asin® = a,+ aj cosd,
(4) a'sin® = a\|+ a, cosP,

"

a’'=al.

——.

Par rapport au triedre Ty, on aura de méme

7]
%[g = i %:7’ =a'ny—a"¢sind,
, da od .
() _5% = k % = a"psin® —ar,,
daj 1 daj — o
\ os A du - 71 P
avec
, oD 1 0P
(3" =Ty e = e s

ce qui, rapproché de (3), entraine, remarquons-le dés
a présent, )
n=n, ri=r.

Quant a la démonstration de ces formules, on la
trouvera implicitement renfermée dans notre Mémoire
déja cité de 18go. Disons toutefois que les compo-
santes orthogonales qui entrent dans les formules,
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beaucoup plus générales, de ce premier Travail, se rat-
tachent a nos composantes obligues actuelles par les
relations simples

) p4~gcos® =p=p;sind,
(3) g +pcosh =g = qysind,

f r=r=r,
ct par leurs inverses

S P1— gicos® = p, = psind,
(3") . ( q1—p1cos® =q,=qsindP,

riy=nr=r.

3. Appliquons immédiatement ces éléments de calcul
alarectification ou ala correction (dans le sens expliqué
plus haut) du premier des deux systémes ternaires
usuels de la théorie des surfaces.

A cet effet, si xy. 7y, 2z, désignent les coordonnées de
Porigine M, par rapport au triédre fixe T,, on aura

ox
dzy= %du -+ fé—,"du': ads+a'ds’=Aadu—+ A'a du,

ct, par suite,

ox,

(6) S =Aa, v =A'd.
3 L, e, 0?2x 0z
Egalant entre elles les dérivées —2, et ———, et an-
dJudu ou'du

nulant, aprés les avoir développés, les coefficients des
cosinus a, a,, a,, on obtient (sous la forme la plus
avantageuse pour nos calculs ultérieurs) le systeme

exact annoncé, savoir :

oA AA :
o T sme(nTTeos®)
(7) oA’ AL, ;
u = ;iﬁlr—-ncosqi),

\ p+q'=o.
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De lui-méme, on le voit, il nous fournit, sous sa
vraic forme, la condition caracteristigue dont nous
avons parlé précédemment. Que cette condition soit
telle, en effet, cela résulte de ce que 'équation générale
des lignes de courbure de la pseudo-surface " érant,
comme on peut s’en assurer, a part,

p1ds2+ (q1+ pi)dsds' + qy ds'*= o,

ces mémes lignes ne peuvent devenir celles de la sur-
face I'” que si la condition classique d’orthogonalité

Pi+ g1+ (q1+py)cosg =o,
ou bien, d’aprés (5),
p+q=o,
sc trouve satisfaite, ce qui est justement la troisiéme des
équations (7).

Au surplus, si 'on reprend le calcul précédent au
moyen des identités corrélatives

dxy A

- ~,11q>(a‘+ ajcosd),
6’ ‘
(69 Jdry A’

e gmq)(a “+ azcosd),

le witdre T, permettra de contrdler les résultats
acquis (7) a I'aide du systéme similaire et équivalent

JA AA’

ow T sind Sng (1 T cos®),
(7 oA AA’ )

Ju <ln¢l’>( — 1 cos®),

P1+qi—(q1+pi)cosd =o.

4. Arrivons au second systéme ternaire de la théorie

qui nous occupe, et pour cela reprenons d’abord le
a  Qa
duow' ~ ou'du

triedre T. Cest de identité qu’il nous
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faudra partirici. Mais, sans nous engager dans un calcul
analogue au précédent, il sera beaucoup plus simple
d'utiliser les formules (19) de notre premier Mémoire,
en les adaptant aux variables s et s, et 'on aura

9(Apy)  O(A'PYY "
(8) T T ou =AA'(gnr'— ng'),

ou bien (en vue de réductions prochaines)

opy 0Py , OA AN
A&?—A ou T Pvgy TP Gy

+ann
Passant de ces projections orthogonales aux projec-

. . e . JA

tions obliques correspondantes (5') et éliminant Pk

0A’

o a I'aide de leurs premiéres expressions (7), il viendra

(aprés avoir divisé les deux membres par AA')

d(psin®)  d(p'sind) S p(n—r'cos®)+p'(r'— ncosd)
9s’ os T +n'(g+pcos®)—n(qg' + p'cosd),

Il ne reste plus qu’a.développer ces deux dérivées par- -
049 odb r
tielles, puis 4 y remplacer 55 o5 parn—rou n' —1'(6)

pour obtenir la premiére des équations cherchées. Et
comme les deux autres se calculent de la méme facon,
nous les grouperons toutes dans le Tableau qui suit

s 017 0/) Sind = (pn —+p'r') + (qn — ng')— p'(n -+ r) cos®,

9)' - ()i sin® =(gn +q'r')+(rp'—pr') —q(n'+r')cos®,

Or 0’ sin® = (rn + r'2) +(pqg'— qp')sin?® — r'(n + rjcos ®;

en rappelant que ds, ds' peuvent, si bon semble, y éure
remplacés par Adu, A'du’ et qu’on a ensus p+4q'=o(").

(') L’¢quation de Tindicatrice d'une surface quelconque pouvant
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Lorsque I'angle ® est constant, il vientn=r, n'=17',
et s’il est droit ces derniers termes disparaissent. .

5. Vérifions notre Tableau dans le cas remarquable
ou les axes MX, MY coincident avece les tangentes, a
Porigine, des lignes de courbure de la surface . Outre
les conditions précédentes, on a encore p = ¢ = o par
Liypothése. I)’autre part on peut constater (n°1) qu’avec
r= f{l—’ g=— E’—, on a également p' = %, r'=— El,—-

Y 3 M x
Tenant compte de toutes ces particularités, le systeme (g)

se réduit A
I (N (v
s\ R,/ ~ R} ('1'{;.‘ R;/)’

0
, 2 T\ _ ¥ 1
W) () = (5w

J 1 0 1 1 1 ]
wlw)+ (i) =m e~
Or, sous cette forme on reconnait a vue trois des
neuf relations différenticlles signalées par Lamé dans
ses recherches sur les systémes orthogonaux, a savoir

celles qui sont relatives a la surface I, tangente en M

au plan des XY.

6. Le tricdre T, donne licu a4 des considérations ana-

s'éerire
I

gN—=(p — )XY = p'¥i=—

On voit qu’clle ne peat représenter une hyperbole équilatére que
sil'on a
g—p'+(p—qg)cosd =o,
ou bien (5)
Pi—pP, =0

Telle est, dés lors, sous sa double forme, la condition (auxiliaire)
qui sert a spécifier les surfaces minima.
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logues, que nous allons retracer en peu de mots. Et
d’abord il n’y a rien a ajouter 4 ce qui a été dit au sujet
du premier des systémes ternaires déja étudié (n° 3).
En ce qui concerne le second, les formules (20) de notre
premier Mémoire nous dounnent immédiatement

A(Ap) _ HAP)

(10) ou' onw AA'(q,l‘f‘—rlq’,),
ou bien
op , 0[)' _ JA ,OA'
ASw o’ —A ou ——PW P Jdu

Procédant a I'exemple du premier cas, on trouve

d(pisind) z)(plsmtb) 1),(/1,——11c‘osd’)—&-]),(r,——n, cosP)

ou Ju ( 7y (g1—picos®) —r(gy—picosd);

I

(1ny/

puis enfin, conjointement avec la troisicme des rela-

tions (7'),

0 opy

( /71 . pi )anq) _ (pl111+P,1"'1>+(71’"'x“‘"1 q’l)—A[’l("li"-n’l)COS‘[’?
) 0

<(‘7‘. q; >‘im P =(gyn1+q'y ) +(n p— pin))— gy (ri--ny)cos P,
on ony\ . 3 ‘o

( '—'})?1>5m(p:(’lf+n1"1)

+ (p1qy— q1py)sin2® — ny () + n)cosd.

Que si, a Litre de vérification, on se propose de passer
de ce dernier systéme a son corrélatif () et vice versa
il sera indispensable de reprendre avant tout les va-
riables u, u’ et, par elles, les fonctions A, A’. On s’ai-
dera ensuite (pour la premiére de ces opérations) de la
seconde des formes données aux relations (3), et 'on
tiendra compte enfin utilement de l'identité suivante :

P9 — P =p1q91— 91P4-
Dans le cas particulier ou @ est constant, il suftira de
faire partout n, = ry, n,=r
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7. Les développements dans lesquels nous venons
d’entrer au sujet des surfaces ne doivent pas nous faire
perdre de vue la part que dans ces questions réclament
a bon droit, elles aussi, les pseudo-surfaces. C'est méme
par ces derniéres que nous aurions di commencer, si
nous nous étions astreint a suivre pas & pas la méme
marche que dans notre premier Travail. Quoi qu’il en
soit, on vérifiera sans peine qu’en considérant s, s', non
plus comme des fonctions de u et de «’, mais comme des
variables indépendantes, il vient, pour correspondre au
triedre T et prendre la place des équations (g),

P PN Gind = (on ' o ,
(w———(E)smfb_(qn——nq)—(lp-pr)cosd’,

. og  9g'\ . ., ' ' ’
) (08’ — os ) sin® = (rp' — pr') —(qn'— ngq’) cos®,
Jor ar'\ . , B ,
<<)S’_}§>5“‘q’—(1"1~qp)sm o — K"

On trouvera de méme, pour correspondre a T, et
remplacer les équations (11),

’\ <i§l - (‘)5%) sin® = (g1 7'y —r1¢))+(n py— pynycos d,

. 2] 0 ! . ' i ! ’
3 (% - %) sin® = (r, p—piny)+H(q1 7'y — r1g) cos®,

on, on\\ . , N "
| <3},‘—75—/ 5‘n¢=(P191—91P1)5'n3(p=K‘

Dans le cas d’exception ou ® = const., les deux pre-
micres équations de (12) peuvent, a cause de n =r=r,
et de n'=1'=1r’, s'écrire plus simplement ainsi en
vertu des relations (5)

d op' , ,
( ‘d—g_d_zqu"l‘“"x(]u
I ¢
i) '0(1 o7 ,
\ ;)—S;—‘——”;-—I]pi_l)llx.
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Parcillement, les deux premicres de (13) reviennent,
d’aprés (5), a
9 9
N R

{
) 991 00’1 /
\ s

Quant aux derniéres équations des deux systémes, on
établira leur coincidence absolue en observant qu’outre
K”= K/ (selon une remarque déja faite), on a actuelle-

2P 2P
ds0s’ — Js'os

ment par hypothése —— et, par suile, a cause

de n=n,, n'=n|

o(n—22) o(w—2
o or  \™MT s "To5) _ongonf

Jgs  os 0s’ 0s o’ os

3

ce qui démontre bien I'identité des équations considérées.

[A4a]
REMARQUES SUR LA THEORIE DES GROUPES FINIS;
Par M. Micnaegr BAUER.

Je me propose de généraliser quelques théorémes de
M. Frobenius (') sur le nombrede certains sous-groupes.
Les méthodes employées sont celles de M.t Frobenius.

n
I. Le nombre des sous-groupes d’ordre 3 est

=1 mod p) selon qu’il y a entre eux des sous-
[ o / q J

groupes invariants ow non. Le nombre n désigne
Uordre du groupe, p est un facteur premier.

(') Berliner Sitzungsberichte, 1895, p. 163-194, 981-993.
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S’il n’y a pas de sous-groupes invariants d’ordre ]Lj,

le nombre des sous-groupes d'ordre % est évidemment
=o (modp). Soient donc A, B deux sous-groupes

. - n . ’
invariants d’ordre > Alors, désignant le groupe donné
)

par %, on a

d’ou il suit que le plus grand commun diviseur de A et

. . n .
de B est un sous-groupe invariant d’ordre;; Si E est

. . n
un autre sous-groupe invariant d’ordre 5’ le plus grand

commun diviseur de A et de E est différent du plus
grand commun diviscur de A et de B. Ainsi les sous-

groupes invariants d'ordre;} se partagent en classes. La
classe i'*™¢ se compose des sous-groupes

(1) A, AU, L

dont le plus grand commun diviseur avec A est J;. Mais
les facteurs-groupes

A(li) A(,_,”
e ceey

SR
’ ’I.
ne sont que les sous-groupes d’ordre p du groupe 5
i
. . A ..
dont Pordre est p2, excepté le sous-groupe .- Ainsi,
. i
chaque classe contient des groupes en nombre pouo; le
nombre des sous-groupes-invariants est donc =1(mod p).

. . n .
S’il y a cncore des sous-groupes d’ordre ~ qui ne sont
y grouy p
pas invariants, leur nombre est = o(mod p).

C. Q. F. D.

. . n
II. Le nombére des sous-groupes invariants d’ordre -
r
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est = % :)(modp) selon qu'il y a des sous-groupes

invariants entre eux ow norn.

vy . . n
§’il n'y a pas de sous-groupes invariants d’ordre —
pB
le nombre cherché est évidemment = o(modp). 'l y

. . y n . .
a des sous-groupes invariants d’ordre 5 alors il existe
P
. . . n ~ .
aussi des sous-groupes invariants d’ordre > Soient les

. . , n
sous-groupces 1nvariants d’ordre >
(2) Ay, Ay oL, AL ~=1(modp),

. - . n
ct soient les sous-groupes invariants d’ordre 5’
p
(3) B, B., ..., By
Si nous désignons par a, le nombre des groupes (3)
contenus comme sous-groupes dans A, et par bg le
nombre des groupes (2) que contient B, nous avons

) Zb,__z -

p=1
Cependant
=1(modp).
Car, si le groupe A, contient B; comme sous-groupe
> grouy groupe,
A
alors le groupe P—r est un sous-groupe d’ordre pf~! du
25
h . . .
groupe - dont T'ordre est p?. De la relation (4) il suit
[+

donc que
(5) qu S_Eap(modp

Déterminons maintenant les nombres a,. Ap est un
sous-groupe invariant. Nous démontrerons qu’il contient
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n
PP
(ces sous-groupes ne doivent pas étre a la fois des sous-
groupes invariants de ). Posons

des groupes d'ordre — comme sous-groupes invariants

n = p*m, le plus grand commun diviseur (p, m) =1.

Si A, contient, par exemple, B, comme sous-groupe,
B, est déja un sous-groupe cherché. S'il n’est pas ainsi,

nous avons
k= A,By,

d’ou il suit que le plus grand commun diviscur de A et
de B cest un groupe J, dont Pordre est p=8-tm. Ce
groupe cst sous-groupe invariant de A. Le facteur-
A . .
groupe -3—9 d’ordre pB a des sous-groupes invariants

d’ordre p, donc A a des sous-groupes invariants d'ordre

2
prBm = 8

Notre théoréme II étant déja démontré pour les sous-
groupes d’indice p, nous pouvons le supposer démontré
pour les sous-groupes d’'indices

P PH ..., pB-L
Il en résulte que le nombre des sous-groupes invariants
n
—> cst =1(modp). [l faut
p? '
encore exclure de ces sous-groupes ceux qui ne sont

de A,, dout Tordre est

pas des sous-groupes invariants de G. Leur nombre cst
¢évidemment = o(mod/)). Donc

az=1(modp),
d’ou il suit que

r=1(mod p).
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$’il y a encore des sous-groupes d’ordre —ng ui ne sont
V4
pas invariants, leur nombre est = o(modp).

C. Q. F. .
M. Frobenius (') a démontré le théoréme suivant :

IlI. Posons

n = ab.
Si le plus grand commun diviseur
(a,0)=r,
alors le groupe ne peut avoir qu'un seul sous-groupe

. . > n »
invariant d’ordre 5 Chagque sous-groupe, dont I’ ordre

n
b
groupe invariant.

divise 7 est contenu comme sous-groupe dans ce sous-

On peut établir par un raisonnement analogue la pro-
position suivante, qui compléte ce théoreme :

IV. Chague sous-groupe invariant, dont l'ordre
.. n

divise z° st sous-groupe de tous les sous-groupes
s n

d’ordre 7

De I et IV on déduit les propositions suivantes :

V. Posons
n=ab,

(a,b)=1, p est un nombre premier.

. . . n
Si le nombre des sous-groupes invariants d’ordre I

n
est > 1, alors le nombre des sous-groupes d’ordre B
P
1
321, est = o (mod p).

(") Page 170, 1, 2 IL.
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Il suit alors de ce qui préceéde qu’il y a un sous-groupe

. . . n
invariant d’ordre 77 cle

VI. Posons

. n=ab,
(a,b)=r1, p est un nombre premier.
.. . . s n
S'il y a un sous-groupe invariant d’ordre , alors
5 bpB

il existe un nombre
e
oSy B,

de telle sorte que le groupe ait un seul sous-groupe
n

invariant d’ordre
bpy

Les théorémes LI, IV sont contenus dans les suivants :

VII. Posons

-
n=n' [I rH, n'= ab,

=1

(n', pi)=r1, (a.b)=r1.
St A est un sous-groupe invariant d’ordre
-
a |
i=1

alors chaque sous-groupe, dont Uordre divise a, est
sous-groupe de A.

VL. 8¢ A est un sous-groupe d’ordre
,
A1
=1

alors chaque sous-groupe invariant, dont lordre
divise a, est sous-groupe de A\,
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Voici des conséquences de VIII :

I1X. Posons

n=ab,

(a,b)y=r, P est un nombre premier.

8’il y a un sous-groupe invariant d’ordre a, alors le
nombre des sous-groupes d’ordre apb est =1 (modp).
Car, G étant un sous-groupe d’ordre apB, le facteur-

groupe % est sous-groupe d’ordre pf du groupe %

X. 8iun groupe a un sous-groupe invariant, dont
Uordre n'est pas divisible par tous les facteurs pre-
miers de n, il a aussi un sous-groupe invariant, de
telle sorte qu'il n'existe pas d’autres sous-groupes
invariants dont Uordre soit le méme.

Soient A, B des sous-groupes invariauts d’un méme
ordre, qui n’est pas divisible par tous les facteurs pre-
miers de n. Le multiple

AB
est aussl un sous-groupe invariant, dont I'ordre a la
méme propriété, elc.

XI. 8i lordre d’un sous-groupe invariant maxi-
mum, m, n'est pas divisible par tous les facteurs pre-
miers de n, il n'y a pas d’autre sous-groupe invariant
d’ordre m.

XII. 8¢ M est un sous-groupe maximum dont
Pordre m n'est pas divisible par tous les facteurs
premiers de n, alors chaque sous-groupe invariant,
dont Uordre divise m, est sous-groupe de M.

M. Frobenius démontre le théoréme généralisé de
M. Sylow en faisant usage de I'équation symbolique
X¢=E.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XIX. (Février 1g00.)
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On peut éviter la discussion de cette équation si I'on
part du théoréme de M. Sylosw, et I'on fait I'induction
par ordres décroissants.

[M;5c+] .
SUR LES CUBIQUES STROPHOIDALES ;
Par M. LAGRANGE,

Professcur & Brest.

Définition. — Soient O et A deux points fixes et (4)
une droite passant par A; M un point variable de (4).
On sait que si, sur OM, on prend deux points P et P’
tels que MP = MP’ = MA le lieu de ces points est une
strophoide ayant pour point double le point A.

Daus le cas ou (A) ne passe pas par A le licu est éga-
lement une cubique que nous appellerous une cubique
strophoidale et nous nous proposons, dans cet article,
d'indiquer quelques propriétés intéressantes de cette
classe de cubiques.

Tout rayon issu de O coupe (A) en un seul point M
ct sur ce rayon il y a deux points P et P’ du licu dis-
tincts de O. L’un de ces points ne peut venir en O que
si 'ona MO = MA, c¢’est-a-dire que si M est sur la per-
pendiculaire au milieu de OA; soit Dy cette perpen-
diculaire; le point O est un point sfmp]e du lien et la
tangente en ce point est le rayon O . Au point O cor-
respond le point & tel que pe=pO (fig. 1). Le lieuest
donc bien une courbe du troisiéme ordre.

Remarquons, dés maintenant, que le point A, symé-
trique de A par rapport a (A) peut, dans la construction
du licu, remplacer A on a, en effet, MA = MA, quel
que soit M. On peut encore dire que P et P’ sont les
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points communs au cercle de centre M et de rayon MA
avec le rayon OM.

l.es dittérents cercles forment un faisceau linéaire : 4
chaque cercle du faisceau correspond un rayon issu de O
et inversement, de sorte que ce mode de génération
du lien estun cas particulier du mode de génération des
cubiques quelconques indiqué par Chasles. Si OM de-
vient une droite isotrope, c’est une asymptote du cercle
correspondant, puisqu’elle passe par le centre du cercle
et les points P et P’ sont confondus avec I'un des points
cycliques du plan. La cubique est donc circulaire et les
tangentes aux points cycliques, c¢’est-a-dire les asymp-
totes imaginaires, passenl par O. Ce dernier point est
donc un foyer singulier de la courbe.

Construisons maintenant l'asymptote réelle. Les
points réels P et P’ ne peuvent s’éloigner a I'infini que
si M s’¢loigne a infini sur (A); a la limite le cercle de

Fig. 1.

o3

\(a")

centre M se réduit a la droite AA, et a la droite de I'in-
fini; le point P’ a pour limite le point ®, intersection
de AA, avec la paralléle & (A) menée par O; le point P
est a Pinfini, mais les deux points P et P’ étant toujours
i la méme distance de (A) I'asymptote réelle est symé-
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trique de O® par rapport a (A). Elle passe par & que
nous appellerons le point de section.

Forme de la courbe. — Les deux points P et P/ étant
de part et d’autre de (A), et la distance MP n’éiant ja-
mais nulle, ne peuvent venir se confondre quand OM
tournc autour de O. La cubique se compose donc de
deux séries continues de points : elle est bipartite.

Elle comprend une branche infinie coupant son
asymptote (A') en o et d’an ovale qui passe par O et @.
Des deux points A et A, I'un est sur la branche infinic,
I'autre sur 'ovale.

Démontrons maintenant le théoréme suivant :

Tutoreme. — Zoute cubique circulaire dont les
asymptotes imaginaires se coupent sur la courbe est
une cubique strophoidale.

Remarquons d’abord que Ag est paralléle 3 Du et,
par suite, perpendiculaire 4 OA. De méme sA, est per-
pendiculaire 2 OA,. Supposons que, les points O et =
et la droite (A) restant fixes, le point A se déplace sur
le cercle de diamétre Os. A chaque position de A cor-
respond une cubique strophoidale et toutes ces cubiques
ont neuf points communs, savoir : quatre points de con-
tact qui sont les trois points a Dinfini ct le point O,
puis le point ¢. Elles forment donc un faisceau linéaire
qui peut étre défini par les deux cubiques suivantes :
1° la cubique formée par les deux droites isotropes is-
sues de O ct par (4'): 2° la cubique formée par la droite
de Pinfini comlitée deux fois et par Oo.

Cela posé, soit une cubique circulaire ayant un foyer
singulier en O, pour asymptote réelle (A’) et coupant
son asymptote en s. En appliquant aux trois points &
Pinfini le théoréme bien conuu sur les tangentiels de
trois points en ligne droite, on voil que la tangente en O
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est O et, par suite, la cubique considérée fait partie du
faisceau linéaire examiné plus haut.
Tangentes aux points A et A,. — La tangente en A
est la limite de AP quant M vient en Bj; or le triangle
MAP étant isoscele, AP est perpendiculaire a la bissec-

N
trice de P/Ml\&; quand M vient en B cette bissectrice a
pour limite BA; donc la limite de AP est As. De méme
la tangente en Ay est A, 5. Du point ¢ on peut mener a
la cubique quatre tangentes réelles, savoir: ¢A cA,,
5O ct Pasymptote (A"). Par suite, de tout point de la
branche infinie on peut mener a la courbe quatre tan-
gentes réelles : deux ont leurs points de contact sur la
branche infinie, deux sur Povale. ,

Tangentes aux poinis P et P'. — Considérons un
rayon ON voisin de OM et soient Q et Q' les points du
licu sitnés sur ce rayon (le lecteur est prié de faire la
tigure). Les deux rayons OM, ON coupent Pasymptote
en R et S. Dans le wiangle ORS, les deux droites PQ
et P'Q)’ sont deux transversales réciproques : elles cou-
pent done Pasymptote en deux points symétriques par
rapport au milieu de RS. Lorsque N vient coincider
avec M, les droites PQ, P’ deviennent les tangentes
en P et P’y par suite, ces deux tangentes coupent
I'asymptote en deux points symétriques par rapport i R.

Tangentes paralléles a (A). — Une droite quel-
conque paralléle a (A) coupe la cubique en deux points
variables P et Q3 si OP et OQ coupent la courbe en P
et Q' la droite P'(Q) est symétrique de PQ par rapport
a (A). Les deux rayons OP, OQ sont donc deux rayous
homologues d’un faisceau involutif dont les rayons
doubles passent par les points de contact des tangentes
paralléeles & (4). Or Oc et O®, OA et OA, forment

deux couples de rayons homologues; ces denx couples
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forment deux angles ayant la méme bissectrice; donc
deux rayons homologues quelconques sont également

inclinés sur la bissectrice de A/O}, et les rayons doubles
sont les bissectrices de cet angle et de I'angle adjacent
supplémentaire.’

Soient Oax', OBE ces deux bissectrices (fig. 2);

deux des points de contact, @’ et 3’ par exemple, sont

Fig. 2.
I

sur la branche infinie, les deux autres sur ’ovale. En
appliquant le théoréme sur les tangentiels de trois
points en ligne droite on voit que a3 coupe la cubique
en un troisiéme point qui a pour tangentiel o; or ce
troisiéme point n’est ni O ni le point a Uinfini, ¢’est
d’ailleurs un point de la branche infinie, done c’est le
point A. On verra de méme que o 3/ passe par A tandis
que af’ et Ba’ passent par A,.

Une propriété commune a toutes les cubiques circu-
laires nous apprénd que la cubique considérée est anal-
lagmatique par rapport a I'un quelconque des quatre
points a3a' 3. On adonc, par excmple,z—g. %A =0a0.04.
Donc les quatre points BAOd’ sont sur un cercle et a3,
o' sont deux droites rectangulaires. Par suite, trois
quelconques des points de contact afa’fY’ sont les som-
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mets d’un triangle dont le point de concours des hau-
teurs est le quatriéme point.

Points conjugués. — On sait qu'on appelle points
conjugués sur une cubique deux points ayant le méme
tangentiel ; dans une cubique n’ayaunt pas de points
singuliers, il y a trois genres de points conjugués ; dans
ce qui va suivre nous ne parlerons que des points con-
jugués de méme genre que les points cycliques. On dé-
montre facilement que, dans toute cubique, deux couples
de points conjugués du méme genre et leurs tangentiels
sont sur une conique et réciproquement, si deux couples
de points conjugués et leurs tangenticls sont sur une
conique, les deux couples sont du méme genre :

Or, dans une cubique strophoidale, les deux points
cycliques ont pour tangentiel commun le point O; donc:

Le cercle qui passe par deux points conjugués et par
lewr tangentiel passe par O.

Tutorime. — Le conjugué d’un point P est le point
Q' situé sur la paralléle a (A) menée parle point P,
intersection de OP avec la courbe.

En effet, appliquons le théoréme sur les tangentiels
de trois points en ligne droite aux trois points de la
droite P'Q’ (le troisiéme est a I'infini) et aux trois
points OPP’; on en déduit facilement que les points P
ct Q' ont le méme tangentiel. Lorsque OP vient coin-
cider avec OA, OQ' vient coincider avec OA,;or Act A,
sont conjugués dujméme genre que les points cycliques,
puisque le cercle déterminé par A A, et o passe aussi
par O. Les points P et ' sont donc conjugués.

Conséquence. — Le point O a pour conjugué le point
récl a Pinfini, ® a pour conjugué 5. Les trois couples
de points conjugués : (Oo), (®5), (AA,) permettent

'
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de construire la courbe d’'une maniére discontinue par
Papplication du théoréme suivant, di a Hesse :

Tutorime. — Si (ad') (bb') sont deux couples de
points conjugués du méme genre, les droites ab', bd
et les droites ad', bb' se coupent en deux points conju-
gués du méme genre.

Autre mode de génération. — Considérons un rayon
OPP’ coupant la'courbe en P et P'; soient Q' et Q les
conjugués de P’ et P; les droites PQ, P'() sont paral-
leles a (A). Le lieu des foyers des coniques inscrites
dans le quadrilatere PQQ'P’ est une cubique circulaire
dont les six sommets du quadrilatére forment trois
couples de points conjugués ct les deux points cycliques
sont conjugués du méme genre. Ce lieu coincide done
avec la cubique considérée; donc :

Toute cubique strophoidale peut étre, d’une infinité
de maniéres, considérée comme le liew des foyers des
coniques inscrites dans un quadrilatére.

Toutes ces coniques ont leur centre sur (A); les deux
foyers de I'une d’elles sont douc équidistants de (A) et
comme ils ne sont pas en ligne droite avec le point O,
ce sont deux points conjugués, En particulier A et A,
sont deux foyers d'une conique inscrite dans le quadri-
latére PQQ'P’; les sommets de la conique situés sur
I'axe focal sont les poiuts y et ¥’ inlersections de AA,
avec PQ et P'(Y (fig. 3). Cette remarque nous permet
de construire les i)oints d’intersection de la cubique avec
une droite paralléle a (A). Le probléme revient, en
cffet, & mener du point O les tangentes a une conique
dont on connait I'axe focal yy' et les deux foyers A
et A,. Elle nous permct encore de donner le mode de
génération suivant des cubiques strophoidales :
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Soient un systéme de coniques homofocales de foyers
A ct A, et un point O du plan; le lieu des points com-

Fig. 3.

muns aux tangentes a une conique issues du point O et
des tangentes aux extrémités de 'axe focal est une cu-
bique strophoidale dont O est le foyer singulier.

On obtient immédiatement cetle propriété en remai -
quant (fig. 3) que, si PP’QQ) sout les points donnés
par Vune des coniques, on a

. P/A?’ = go°
¢i, par suite,
MP = MP’' = MA.

Zangente en un point quelconque. — Soient P un
point de la courbe, Q le point situé sur la paralléle a
I'asymptote menée par P, et ' le troisiéme point situé
sur OQj; P et Q' sout conjugués; soit R un point voisin
de P; soit RS la paralléle a (A) menée par R. Nous
avons vu que P et Q' sont les foyers d’une conique tan-
gente & RO et RS; donce, d’aprés une propriété connue
des coniques, on a

P PO
ORQ = PRS.

Faisons tendre R vers P et soit PV la direction limite



N N
limite ORQ’' = OPQ’,
N PN
limite PRS = VPQ;
donc
N TN
OPQ'= VPQ,

. ZEN L UhA .
ce qui montre que les angles OPQ et VPQ' ont la méme

Fig. 4.

bissectrice; il en résulte unc construction simple de la
tangente en P (fig. 4).

Cette construction nous permet de déterminer le
tangentiel d'un point en prenant l'intersection de la
langente en ce point avec la Langente au point conjugué
ou encore avec le cercle passant par le point, par son
conjugué et par O.
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[K1ic] .
SUR QUELQUES NOUVEAUX THEOREMES,

RELATIFS AU TRIANGLE;

Par M. F. CASPARY.
(Extrait d'une lettre adressée a4 M. E. LEMOINE.)

..... On doit a vous, Monsieur, a M. Brocard,
a M. Neuberg et a d’autres éminents géométres, des théo-
rémes, relatifs au triangle, dans lesquels le point qui
porte votre nom est pris comme point de départ.

L’application des méthodes de Grassmann a la géo-
métric récente du triangle m’a conduit au résuliat sur-
prenant que lesdits théorémes existent encore si 1'on
remplace le point d'intersection des symédianes par un
point absolument quelconque.

Permettez-moi, Monsieur, de vous communiquer
quelques-uns de mes théorémes.

Soit A;A;A; un triangle, X un point absolument
quelconque de son plan et X0, X(2), X ) les points ou.
les droites A, X, A,X, A;X coupent les coOtés.
Soient, de plus, B, et By les points ou les paralléles
menées par X et X?) respectivement aux cotés Az A,
et AjA; coupent A,Ay; et de méme les points By
et B®; BY), B obtenus par permulation cyclique.
Soient enfin B, B, B* les points situés respective-
ment sur A, Az, AzA(, A, A; et construits de facon que
les segments Ay BV, A B, A; BY soient égaux respec-
tivement aux segments XM Ay, XAy, X® Ay, Alors
on a les théorémes suivants :

1. Les droites A B}, A,B*, A; B concourent au
point B; (i =1, 2, 3).



(76)

2. Les droites B;X sont paralléles aux cétés AxA,
(6 ky l=1,2,3;2,3,1; 3,1, 2).

3. Les deux triangles A,AsA; et BB.B; ont le
méme centre de gravité G.

4. Les droites A;G passent par les milieux des seg-
ments B; X.

5. Le point d’intersection C; des droites A; X et B;(x
est situé sur la droite qui passe par B; et le milieu du
segment By B,.

6. Les triangles Ay A, Ay et By BBy sont triplement
lomologiques, de facon que les droites A By, AyB,,
A3 By concourent au point Dy; les droites A B, A,B;,
Ay B, au point Dy et les drotes A\ By, AyBy, Ay B, au
point Dy.

7. Le centre de gravité du triangle D, D, Dy est Le
point (5, centre de gravité des triangles A, Ay Ay et
B, B, B;.

8. 8/ lon désigne par W; les points d’intersection
des droites AyD, et A;D,, les droites A; W concourent
au point W.

9. La droite WX passe par le milieu du segment

‘D,D,.

10. Si lon désigne par L; les points d’intersection
des droites BxC; et B,Cy et par X; les points d’inter-
section des droites AxLy et ALy, les points X et X;
sont des points associes.

. Les droites B;X; passent par les milieux des
segments Ax A,

12. 8i Von disigne par ¥ les points d’intersection
des droites AxCy et AyCy, les droites F;G sont paral-
leles aux droites B;X et aux cotés AgAy.

13. Les droites A;F; concourent au point ¥'.

14. Les droites C,X; concourent au point Q.

15. Les points X, G, ¥, Q sont situés sur la méme
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droite, et de telle facon que le point Q est le milieu
du segment FX et le segment XG = { GF = 2GQ.

16. Les paralléles menées par les milicux des cétés
BiB; aux cétés Ag A, concourent au point Q.

17. Les paralléles menées par les points A; aurx
cdrés BiB; concourent au point R.

18. Les droites B;G passent par les milieux des
segments A;R.

19. Les points B, B2, By, D., D3, X sont situés sur
une méme conique.

20. Les points A,, Ay, A;, Dy, Dy, R sont situes

sur une méme coni(/ue.

Des théorémes précédents se déduisent d’autres si 'on
échange A; avec B;, et conséquemment D, avec Dy, X
avee R, ete. Les théorémes 4 et 18,19 et 20 en sont
des exemples.

Si le point quelconque X devient le point de Lemoine,
les triangles B, B, B, et G, C; C; représentent le premier
ct le second triangle de Brocard et les points D, et Dy
les points brocardiens Q' et Q.

CERTIFICATS D'ETUDES SUPERIEURES
DES FACULTES DES SCIENGES.

SESSION DE JUILLET 1899. — COMPOSITIONS.

Poitiers.

ANALYSE.

1. Montrer que Uon peut toujours ramener aux
quadratures Uintégration d’une équation de la forme

yraxf(y)+el(y)=o.
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Dans quels cas admet-elle des solutions singuliéres?
2. Intégrer
(y +xy' )= 4xry'.

Erreuve praTiQuE. — La surface représentée par
l'équation :
224+ y24 z2\2 4a?b?
22+ y? - aty?+ bra?

renferme un volume égal au produit de =ab par le
peérimétre de Uellipse

ay?+ b2z= a?b?.

Rennes.
MECANIQUE RATIONNELLE.

Erreuve terite. — 1° Etude cinématique du pivote-
ment d’un corps rigide sur un point fixe.
2° Sur deux cylindres de révolution horizontaux

fixes de méme rayon a, distants de 2¢, et dont les
axes sont paralléles et situés dans un méme plan hori-
zontal, sappuie un prisme horizontal homogéne dont
2b est la base.

Montrer que l’agxe instantané décrit dans [’espace
un cylindre de révolution. Examiner comment se com-
porte par rapport au prisme la génératrice de ce
cylindre qui est diamétralement opposé & l’axe instan-
tané. En conclure le lieu de cet axe dans le prisme et
les trajectoires des différents points dans Uhypothése
ot le prisme n'a pas de glissement horizontal sur les
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génératrices des cylindres. Faire voir que tout plan
du prisme, paralléle a ses arétes, enveloppe un cylindre
de révolution horizontal : plans pour lesquels ce cy-
lindre se réduit a une droite.
Déterminer enfin le mouvement que le poids fait
prendre a ce prisme.

Remarque. — En suivant pas 4 pas la marche de
I’énoncé, on résout trés simplement ce probléme.

EprevvEe praTIQUE. — Un pendule composé est formé
d’une tige métallique prismatique de petite section o
dont on connaitlalongueur l. Cette tige est homogéne
et son poids spécifique est p. Elle est munie supérieu-
rement d’un conteau et porte une masse mobile de
poids P, gi'on peut fixer en diverses positions sur sa
longueur ; le centre de gravité de cette masse parcourt
l'axe de la tige. On n’a pas de moyen de déterminer
exactement sa distance a I’axe du couteau, mais on
peut mesurer avec une grande précision le déplacement
€ de ce point suivant la tige.

On observe les durées d’oscillation ¢, t' pour deux
positions de la masse séparées par la distance E. En
conclure les deux longueurs de pendules synchrones et
le moment d’inertie de la masse par rapport a l’axe
mené par son centre de gravité parallélement & I’ aréle
du couteau.

Le couteau est supposé muni d’un appareil de ré-
glage permettant dans le calcul des observations de
Jfaire abstraction de son moment d’inertie.

Effectuer les calculs -pour les données numériques
suivantes :

= 2™, 50, ¢ = 0™,000006, p = 7%, P = 5joF,
£ =om, 3871, t =18%,483, t'=1%574.
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ANALYSE.

1° Etude de la fonction analytique u définie par
l'équation
g = Ccosu.
Loi des valeurs gu'elle peut prendre pour chaque
valeur de z.

Points critiques. — Expliguer comment le parcours
d'un chemin convenable par la variable s permet a
cette fonction d’acquérir en chaque point du plan une
quelconque des valeurs dont elle est susceptible en ce
point.

2° L'expression

dans laguelle m désigne un nombre entier posiiif,
devant satisfaire identiquement & ’équation

02u + ?u
Jazr | oyt o
on demande : 1° de déterminer;la forme la plus géné-
. - Y. . . o
rale de la fonction ¢ ( ;), 2° de transformer et de ré-

soudre la méme question en coordonnées polaires.

Si I'on pose

=1,

81

on trouve pour déterminer © I’équation du second
ordre

(1) (l—l—t’)‘%z +2(m—\.—1)t§~?+m(m+l)q>=o.

En comparant cette équation a la formule de Liebnitz,
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on est ramené a poser

m—1 ),
o= Gt
On trouve alors
dm+1
Sy =o.
D’ou
b= L0 = S o),

Sm(t) et fn_2(t) désignant des polynomes de degrés
respectifs m et m — 2, A et B désignant des constantes
arbitraires.

On en déduit
dm-1 (A + Bt>

o) = arm=i\ )

La transformation et la résolution de celte question
en coordonnées polaires me présentent aucune difti-

culté.
Toulouse.
CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.
Erreuve terrre. — L. On considére la surface réglée

S formée parles normales menées & une quadrique en
tous les points de la courbe d’intersection C de cette
surface avec un plan donné P. Démontrer que la ligne
de striction de cette surface S est la courbe de contact
du céne qui lui est circonscrit et qui a méme sommet

que le céne circonscrit & la quadrique tout le long de
la courbe C.

I. Intégrer le systéme d’équations différentielles

dx
dt

—x—y—3z =0,

dy —
m—x—y+~—o,

ds
dt
Ann. de Mathémat., 3¢ série,t. XIX. (Février 19oo.) 6

.

—Zr+y—3z=0,
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IlI. On considére I’ équation aux dérivées partielles
du premier ordre

(1+p2+gq?)st=1,

ol p et q désignent les dérivées partielles de la fonc-
tion inconnue z par rapport aux variables indépen-
dantes x et y.

Déterminer une surface intégrale passant par la
courbe dont les équations sont

r =o, yi4-3t=1.

Erreuve vratioue. — Trouver pour la fonction

1

le développement dont le théoréme de Laurent dé-
montre l'existence dans la partie du plan comprise
entre les deux cercles

x4 yr=1,

x4+ yr= 4.

MECANIQUE RATIONNELLE.

1. Un disque circulaire homogéne trés mince de
rayon a est assujetti a tourner autour d’un axe ver-
tical passant par son centre et perpendiculaire & son
plan avec une vitesse angulaire constante w.

En un de ses points, on pose une sphére homogéne
de rayon b qui peut rouler sur le plan du disque sans
glissement et sans frottement.

Etudier le mouvement relatif de la sphére sur le plan
du disque.

II. Définir leg courbes brachistochrones dans le plan
lorsque le point matériel qui les décrit est soumis &
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Uaction d’une force dérivant d’'un potentiel. Montrer
que la composante normale de la force est égale a la
Jorce centrifuge.

Applications. — 1° La parabole est une courbe
brachistochrone pour un point matériel qui la décrit
sous laction d’une force perpendiculaire & la direc-
trice et variant en raison inverse du carré de la dis-
tance a cette directrice.

2° L'ellipse est une courbe brachistochrone pour un
point qui la décrit sous [’ action d’une force répulsive
émanant d’un de ses foyers I'' et variant en raison in-
verse du carré de la distance de ce point & l'autre
Joyer F.

MECANIQUE APPLIQUEE.

Erreuve tcrite. — Le mouvement relatif de deux
plans A et B se représente par le roulement de deux
courbes, 'une AB dans le plan A et Uautre BA dans le
plan B

1° On considére trois plans A, B, G glissant les uns
sur les autres; connaissant le mouvement relatif de A
et C, cest-a-dire les deux roulettes AC, CA et la loi
de leur roulement, connaissant de méme le mouve-
ment relatif de B et C, en déduire le mouvement rela-
tif de A et B.

2° Trouver detoutes les facons possibles une courbe
a dans A, une courbe 3 dans B et une courbe y dans
C, de telle facon que o étant !’enveloppe de y dans le
plan A et B Uenveloppe de vy dans le plan B, les deux
courbes o et B soient des profils conjugués dans le mou-
vement relatif de A et B. Cas oit la courbe y est abso-
ment arbitraire.

3° Le mouvement relatif de A et B étant donné ainsi
que deux courbes o et 3 constituant deux profils con-
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jugués, déterminer le mouvement du plan C ainsi que
la courbe y de ce plan, de facon & engendrer o et 3
comme enveloppes de ~. Préciser les arbitraires qui
entrent dans la solution générale.

4° Le mouvement des trois plans A, B, C étant dé-
fini de la facon suivante : A tourne autour d’un point
Jixe & B tourne auwtour d’un point fixe n avec une
vitesse constante w, C se déplace de facon qu'une de
ses droites glisse sur elle-méme, enfin les deux rou-
lettes BA, BC sont confondues en un cercle de rayon
R ayant 1, pour centre, déterminer complétement les
mouvements relatifs des troisplans ainsi que les courbes

a, B, v.

Erneuve rrarioue. — Une pouwtre articulée droite
de hauteur constante est formée par des trz'(mgles rec-
tangles isoscéles comme Uindique la figure.

La poutre est placée horizontalement, le neud A
étant fixé et le neud B reposant sur un appui horizon-
tal poli.

Au neud C est appliquée une force égale a 4oo*s et
inclinée a 45° comme Uindique la figure. Le neeud D
supporte une charge de 4oo*® et le neud E une charge
de 200%t.

On néglige le poids propre du systéme. On de-
mande :

1° Epure donnant les réactions des deux appuis;
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o° Epure donnant les tensions. Indiguer, sur la
poutre, les barres comprimées par de gros traits.

Les deux épures seront faites séparément a U échelle
de 1°™ par 100%8 pour la premiére et de 2°™ par 1008
pour la seconde et I’on y joindra quelques indications
trés sommaires sur la méthode employée.

ASTRONOMIE 0U MECANIQUE CELESTE.

On donne les éléments suivants de ’orbite d’une
planéte, rapportés a Uécliptique et a I'équinoxe
moyens & une date connue t, : demi-grand axe, excen-
tricité, anomalie moyenne é la date t,, longitude du
neud ascendant, inclinaison du plan de l'orbite sur
Uécliptique, longitude du périhélie.

Faire connaitre les formules & appliquer pour calcu-
ler les coordonnées polaires équatoriales héliocen-
triques @ une autre date t.

On se bornera a éecrire, sans les demontrer, celles
de ces formules qui servent & calculer le rayon vecteur
et 'anomalie vraie; on démontrera les autres. On
insistera sur I’emploi des constantes de Gauss.

BIBLIOGRAPHIE.

Trarric pE nomocraraie. — Théorie des abaques.
Applications pratiques; par M. Maurice d’Ocagne,
ingénieur des Ponts et Chaussées, professeur a I’Ecole
des Ponts et Chaussées, répétiteur a 1’Ecole Polytech-
nique. 1 vol. in-8° de 480 pages. Paris, Gauthier-Villars,
1899.

Dans le Calcul par le trait ou en Statique graphique, on
obtient I'inconnue & 'aide d’une épure qu’il faut recommencer
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toutes les fois que les données prennent d’autres valeurs. En
Nomographie, la figure qui représente I’équation liant les don-
nées i l'inconnue reste, au contraire, la méme, quelles que
soient les valeurs attribuées aux données; il suffit de la con-
struire une fois pour toutes, et alors une simple lecture, sur
un tableau qu’'on nomme abaque,donne, sans aucune opération,
le résultat cherché.

Le principe de la représentation plane des équations a deux
variables remonte évidemment a I'époque de la création de la
Géométrie aualytique.

Pour les équations a trois variables, le premier essai de re-
présentation plane est attribué & Pouchet (1795). Mais, malgré
quelques tentatives faites par d’Obenheim, Piobert, Bellen-
contre, Allix, 'emploi des abaques est resté, pendant un demi-
siécle, fort restreint. En 1843, lorsqu’on commenca la construc-
tion de nos voies ferrées, la nécessité de méthodes rapides,
pour évaluer les terrassements considérables que comportaient
de tels travaux, amena nos ingénieurs, et plus particuliérement
M. Lalanne, a chercher quel parti on pourrait tirer des mé-
thodes graphiques; c’est & cette occasion que Lalanne dé-
couvrit le principe de ’anamorphose que M. Massau, dans
son Mémoire sur l'intégration graphique, a porté, en 1884, a
son plus haut degré de généralité.

La méme année 1884 vit apparaitre un mode plus général de
représentation graphique des équations, auquel M. d’Ocagne
avait été conduit en appliquant aux abaques de Lalanne une
certaine transformation dualistique. Deux ans plus tard,
M. Pingénieur des Mines Lallemand fit connaitre une forme
particuliére des abaques anamorphosés de Lalanne, a laquelle
il attribua le nom d’abaque hexagonal, et qui s’applique a un
type général d’équation que l'on rencontre trés souvent dans
la pratique.

La comparaison des divers travaux relatifs aux abaques donna
en 1891, 3 M. d’Ocagne, 'heureuse idée de les coordonner et
de créer une théorie nouvelle a laquelle il donna le nom de
Nomographie. Nous avons eu a cette époque le plaisir de
rendre compte dans les Nouvelles Annales(1) de cet Opuscule
qui a été couronné en 1892 par I’Académie des Sciences.

(') 3¢ série, t. X, p. 246.
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Il y a loin de cette brochure, qui semblait chercher timide~
ment a se faire jour, au beau Volume, cinq fois plus étendu,
qui ala prétention, d’ailleurs justifiée, de renfermer la solution
du probléme pris dans le cas le plus général; c’est, en effet, un
véritable corps de doctrine dans sa forme définitive.

Le probléme le plus général, englobant toutes les méthodes
posstbles de représentation plane des équations & un
nombre quelconque de variables fait objet du dernier Cha-
pitre. L’auteur fait observer que c’est par la qu’il edt débuté
s’il s’était adressé aux seuls mathématiciens. Mais, soucieux
avant tout d’étre utile a ceux qui s’occupent de choses tech-
niques, il a préféré procéder du simple au composé, s’étendant
davantage sur ce qui offre un intérét pratique. Ajoutons que
I’exposé des principes est accompagné d’exemples nombreux,
variés, empruntés aux divers arts techniques (Génie civil ou
militaire, Artillerie, Navigation, Géodésie, Finances, etc.). Ces
exemples ont été soumis, pour la plupart, al’épreuve de la pra-
tique; ce sont en quelque sorte des exemples vécus.

Il nous reste maintenant a indiquer le but et le contenu de
chaque Chapitre.

Le Chapitre I débute par une étude approfondie de la Notion
primordiale des échelles de fonctions et de leur application
aux abaques d’équations a deux variables.

Le Chapitre II concerne la représentation des équations &
trois variables au moyen de trois systémes de lignes cotées,
trois lignes se correspondant dans ces systémes quand elles
concourent en un méme point.

Sont compris dans cette catégorie des abaques a entrecroi-
sement :

D’abord, les abaques cartésiens, tels que ceux de Pouchet,
les premiers en date, et qui sont constitués par un systéme de
lignes cotées sur quadrillage régulier; puis les abaques ana-
morphosés, dans lesquels la substitution, proposée par Lalanne,
d’un quadrillage irrégulier & un quadrillage régulier permet
de remplacer par des droites les courbes de I’abaque cartésien,
et qui, dans le cas ou ces droites sont paralléles, conduisent
aux abaques hexagonauz de M. Lallemand ; enfin, les abaques
- & trois systémes de droites quelconques (Anamorphose géné-
rale de M. Massau), a propos desquels M. d’Ocagne montre
I'heureux parti que Pon peut tirer du principe de ’homogra-
phie pour améliorer la disposition d’un abaque a droites entre-
croisées.
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Le Chapitre 11I est consacré a la méthode imaginée en 1884
par Pauteur et dont nous avons déja parlé. Le principe de la
dualité, appliqué a Paide des coordonnées dites paralléles,
a conduit M. d’Ocagne a un nouveau type auquel il attribue
aujourd’hui la dénomination d’abaques a points alignés au
lieu de celle d’abaque & points isopléthes qu’il avait adoptée
d’abord. Ces abaques offrent les plus grands avantages au
point de vue de la rapidité de construction, de la facilité de
Jecture, de la précision d’interpolation, etc. La encore, on
peut utiliser ’homographie pour amener chaque abaque parti-
culier 4 la forme la plus commode. L'abaque du n° 84, relatif
aux murs de souténement, offre un exemple frappant de I'heu-
reuse influence de I'homographie.

Chacun des trois systémes de points cotés entre lesquels se
prennent les alignements constitue une échelle graduée. Le
cas de deux échelles rectilignes paralléles et d’une échelle cur-
viligne offre pour les applications une importance toute parti-
culiére; aussi 'auteur V’a-t-il traité avec tous les détails néces-
saires et de nombreux exemples a I'appui. Comme il faut se
borner, je me contenterai de signaler a I'attention des mathé-
maticiens abaque relatif & 'équation de Kepler (n° 83).

Enfin, il faut encore compter a I'actif de ce Chapitre le cu-
ricux emploi des points alignés pour la représentation des lois
empiriques. Parmi les exemples donnés a ce sujet, le plus re-
marquable est sans contredit celui qui est emprunté 8 M. Ra-
teau, sur la consommation des machines a vapeur, ou la con-
struction méme de I'abaque fait apparaitre une loi physique
dont rien ne faisait prévoir la forme a priori.

Il y a lieu aussi de citer divers types d’abaques pour plus de
trois variables dérivant immédiatement des abaques précédents
(abaques & double alignement de M. d’Ocagne; abaques a trans-
versale quelconque de M. le capitaine Geedseels; abaques a pa-
ralléles mobiles de M. Beghin).

Au Chapitre IV appartient la représentation simultanée de
deux équations a quatre variables, chacune de ces équations
renfermant trois de ces variables.

Une premiére application intéressante est celle qui concerne
le calcul du point a la mer.

Mais, avant tout, ce Chapitre est une application générale et
détaillée des principes précédents au calcul des profils de dé-
blai et de remblai. Toutes les solutions connues de ce pro-
bléme sont ramenées & un principe unique; aucunc solution
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particuliére, pouvant étre donnée, sous forme d’abaque,
n’échappe 2 la solution générale développée par I'auteur et
d’our il fait sortir de la fagon la plus naturelle tous les pro-
cédés spéciaux proposés jusqu’ici, en particularisant d’une
certaine fagon quatre fonctions arbitraires qui figurent dans
cette solution générale. Par I'examen comparatif des diverses
solutions de ce probléme important, auteur a fait ressortir,
d’une maniére incontestable, les avantages de la solution qui
est fondée sur 'emploi des points alignés et qui a regu tous
les développements utiles.

Le Chapitre V est destiné a 'extension des modes de repré-
sentation précédemment étudiés au cas d’un nombre de va-
riables supérieur a trois. I n’existe plus alors de représenta-
tion applicable & une équation quelconque; il n’y a que des
méthodes applicables a des types plus ou moins généraux
comprenant a peu prés toutes les équations que l'on ren-
contre dans la pratique. Ces modes de représentation reposent
sur deux notions fondamentales, celle des Eléments a plu-
steurs cotes et celle des Systémes mobiles. L’auteur examine,
avec de nombreux exemples a Pappui, les types d’abaque les
plus usuels dérivant de ce double emploi (abaques hexagonaux
a échelles binaires de MM. Lallemand et Prévot; points alignés
adeux cotes, ¢’est-a-diredoublementisopléthes, de M.d’Ocagne;
droites a doubles enveloppes de M. Poulain; trajectoires de
contact de M. Paladini; régles & plusieurs tiroirs de M. Vaés;
échelles tournantes de M. Lallemand; abaques a images loga-
rithmiques de M. Mehmke ). Citons enfin parmi les applications
des points alignés a deux cotes, les abaques de la Trigonomé-
trie sphérique (n° 123 et 12%4) et ceux des équations com-
plétes du troisiéme et du quatri¢me degré (n° 123 et 126).

Le Chapitre VI et dernier contient, comme nous l'avons déja
dit, la théorie générale dont les résultats s’expriment d’une
maniére abrégée a l'aide d’une notation spéciale. L'auteur y
montre comment les divers types d’abaques a deux, trois,
quatre variables précédemment étudiés dériventde cette théo-
rie générale qui se trouve, au point de vue de la classification
des modes de représentation graphique, avoir la méme valeur
que la théorie cinématique de Reuleaux au point de vue de la
classification des mécanismes. Ce rapprochement fort judicieux
a été signalé dans le journal anglais Nature (numéro du 17 jan-
vier 1899).

L’auteur termine ce Chapitre enindiquant une source de pro-
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blémes dignes d’attirer I'attention des mathématiciens; il s’agit
de déterminer pour chaque type d’abaque les caractéres ana-
lytiques des équations correspondantes. Plusieurs géométres
ont déja travaillé dans ce sens, et 'on rapporte ici les solutions
données pour divers cas usuels par MM. de Saint-Robert, Mas-
sau, Lecornu, Duporcq et. Keenigs. L’exemple sera certainement
suivi. '

Ce compte rendu, quoique bienincomplet, montre cependant
combien cet Ouvrage est touffu et riche en applications. Mais
ce qu’il ne saurait mettre en évidence, c’est 'art avec lequel ce
Traité est composé, c’est la clarté qui s’y trouve partout ré-
pandue comme & flots, c’est enfin la régularité parfaite de la
méthode suivie. Sa lecture révéle a la fois 'ccuvre d’un profes-
seur habile et d'un savant accompli. EvuGENE ROUCHE.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 360.

(1857, p. 58.)
NOTE
Par UN ABONNE.

L'énoncé, reproduit dans le numéro d’avril 1898, page 194,
renferme une erreur typographique. Si O est foyer d’une sec-
tion méridienne d’une quadrique de révolution, on a pour la
distance du point O & un point de la quadrique

¢e=Azx+By+Cs+D;
si donc I'on considére cing points de la quadrique, on a
OA < Vol. BCDE + OB < Vol. CDEA +...= o,

les volumes ayant des signes.

Question 448.

(1858, p. 359.)
NoTE
Par UN ABONNE.

L'énoncé, reproduit a la page 52 du numéro de janvier 189g,
est inexact en plusieurs points. Il s'agit évidemment d’une
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projection du théoréme de cotes, pris dans les deux cas

simples auxquels il donne lieu, et la question est alors trop
facile pour que I'on doive insister.

Question 495.
(1859, p. a44.)

Une courbe C,, de degré n et une conique C, sont données
dans le méme plan; on prend la polaire d’un point quel-
conque situé sur G, par rapport a la conique Gy ; soient P
et Q les points d’intersection de cette polaire avec la co-
nique : le liew du point d’intersection des deux normales
menées en P et Q & la conique est d’ordre 3n au plus.

(DEsBoOVEs.)

SoLuTION.
Par t~x ABONNE.

Le fait énoncé résulte immédiatement des formules bien
connues, données par M. Desboves,
etz (br— y?)
b2 r? + avy?

— ey (ar— x?)

N = b2z 4 alyt

, Y=
qut expriment les coordonnées X et Y du point de rencontre
des normales aux extrémités de la corde dont le pdle a pour
coordonnées z et y : si le point (x, ) décrit une courbe
d'ordre n, les points (X, Y) situés sur une droite donnée
scront, en effet, les intersections de la courbe d’ordre n avec
la cubique transformée de la droite par les formules ci-dessus.
On a d’ailleurs facilement les formules ci-dessus en exprimant
que I'hyperbole d’Apollonius relative au point (X,Y) et la
conique donnée admettent pour corde commune la polaire du
point (z, y) : on écrit pour cela que la conique H+AS =o
comprend cette droite; voir aussi SALMON, Sections coniques,
n° 181, exercice 4.

Question 496.

(1839, p. 444.)

Par un point pris arbitrairement dans l’espace, on peut,
mp(m—i1)(p—

2

. I .
cn général, mener ) droites, dont chacune
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rencontre en deux points la ligne a double courbure ré-
sultant de Uintersection de deux surfaces algébriques
d’ordres m et p; toutes ces droites sont sur un coéne d’ordre
(m—1)(p—1).

Il suit de la que la perspective de U'intersection de deux
mp(m—1)(p—1)
2
doubles situés sur une courbe d’ordre (m —1)(p —1).

(MouTARD.)

surfaces d’ordres m et p points

SOLUTION
Par M. G. FoNTENE.

mp(m —1)(p—r)
2

dans le Traité de Géométrie analytique a trois dimensions
de Salmon, n® 343 : on désigne par a, b, ¢, d les coordonnées
tétraédriques du point donné O, et P'on écrit que les deux
points (z, ¥, 3,¢) et (z +Aa, y + Ab, ...)sont sur la courbe.
Si I'on veut obtenir le cone de I’énoncé, il faut procéder
autrement.

Soient les deux surfaces f = o, ¢ = o. I’origine O des coor-
dounées étant le point d’émission des droites, le point (z, y, 3)
appartiendra & 'une des droites cherchées si les deux équa-

. x 3 r 3
tions en o : f(;, Z, —> =o0, © (—, L, —> = o, ont deuxw
G
AY

L’existence des droites est démontrée

s o “\s o
racines communes; ces deux équations deviennent

joo"”-i-fnc"“"—*--n: o, cpocp+<?,cp—1+...= o,

les f et les o étant homogenes. Si I'on écrit d’abord que les
deux équations ont une racine commune, on aura l’équation du
cone C d’ordre mp qui a O pour sommet et la courbe gauche
pour directrice : la méthode d’élimination d’Euler (méthode
des polynomes multiplicateurs), ou la méthode dialytique de
Sylvester, donnerait I'équation de ce cone par un déterminant
d’ordre m =+ p. Pour écrire Pexistence d’'une seconde racine
commune, nous emploierons la méthode des polynomes multi-
plicateurs, en tenant compte de ce que les deux équations ont
déja une racine commune : au lieu d’identifier complétement
les deux équations

(Aor=2 4~ Bar=3 .. )(foom+ frem—1+4...)=o,

(Gam 2 Msm=34.. Y043 + o3P~ +...) =0,
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nous écrirons seulement que les premiers membres sont iden-
tiques a une constante prés; comme ils sont nuls tous deux
pour une méme valeur de o, cette constante sera nécessaire-
ment nulle. On a ainsi la condition

‘[fo f1 fz ceh e ee e ee. f,,, o O ...
,),[? 0 fo St e e e s e fm o0

“30 Q1 @2 cee C"/,) o o ... cee eee . RSN

m—1 < o (_DD ©y cee .. 2y O ... ere eae . oo

et cette relation nécessairement homogéne représente un
cone C' d’ordre (m —1)(p —1), comme le montre la considé-
ration du terme: principal (f5)P=1 (9p—1)"~1. Ge cone C' a
en commun avec le cone G des génératrices en nombre
mp > (m —1)(p —1); mais les droites cherchées sont des
génératrices doubles du cOne G et leur nombre est la moitié du
précédent ; on voit pourquoi I'on a tenu a conserver la condi-
tion qui donne le cone C.

Unc marche analogue a celle adoptée ici peut étre employée
quand on doit écrire que deux équations des degrés m et p
ont / racines communes : on aurait & déterminants d’ordres
m-p, m—+p—2, m—~+p—4, ..., donnant des conditions
qui ont pour points respectifs

mp, (m—1)(p—1), (m—2)(p—2), -..;

dans un espace analytique a un nombre quelconque de dimen-
sions, cela permettrait de généraliser la question actuelle.

La méthode de Lagrange (voir la Théorie des déterminants
de Baltzer, § XI, 9) conduirait pour la question actuelle &
un cone d’ordre m(p —1) ou & un codne d’ordre (m —1)p, au
lieu du cone d’ordre (m —1)(p —1) donné par la méthode
d’Euler.

Question 1788.

(1898, p. 148.)

On considére, dans un cercle de centre O, un rayon
Jize OA et un rayon variable OM. Le point M se projette
en P sur OA. Le lieu du centre des symédianes du triangle
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MOP est une courbe fermée dont l’aire est le 7% de Uaire
du cercle. (E.-N. BARIsieNn.)

SOLUTION
Par M. V. RETALL

En prenant O pour origine et OA pour axe des z, les coor-
données rectangulaires du point de Lemoine K du triangle OMP
sont données par

52.1‘

(1) {
2y

r étant le rayon du cercle

rcos0(1+ cos?0),

rsinf cos0,

et << MOP = 0; nous avons donc

4yde = (3r2sin*0 — 4 r2sin26 cos20)d0,

et le double de l'aire est

wid
A

sint0 dh — 4 r2 sin2f cos2H dh

A::{I&[ [
]

-0
T
g3 T (% singz\* _ gwet  fmer  Sme?
4 2 8 32 0 16 6 16
Observation. — En posant cos2f = ¢, les équations (1)
donnent

jxr=r2t(1+ 12),

G2+ y2)=r2t(r+ 31),
et éliminant ¢, nous trouvons pour équation du lieu
(2)

Le lieu est une courbe du sixiéme ordre et deuxiéme genre,
symétrique par rapport aux axes, ayant un tacnode a l'origine
et I'axe des z pour tangente tacnodale; la courbe est bitan-
gente au cercle donné, sur axe des z; a un rebroussement en
chacun des points circulaires a I'infini, avec la droite a I'infini
pour bitangente cuspidale, et deux points doubles isolés sur

J(2r+ y2 P — 42 (224 y2)2 + r2y2 (27 22+ r?) = o.

l'axe des ¥ (z =o0, y === 1r:y2); elle a enfin quatre points
d’inflexions réels.
Le lieu de la projection de K surle rayon OM est le folium
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double
(3) (224 y2)3 = r2ah;
I'enveloppe de la droite | PK |, c’est-a-dire I'antipodaire de (3)
par rapport au centre, est la sextique

(4) (224+p2P—r2(x*+2022y2—8y*) + 161t y2=o,

qui a aussi un tacnode & l'origine avec 'axe des z par tangente
tacnodale, deux rebroussements aux points circulaires a I'in—

fini et la droite a l'infini pour tangente double cuspidale; la
courbe a en outre quatre rebroussements réels

(z==%4ry6:9, y==%4rV3:9)

et deux points doubles imaginaires sur I'axe des y.
La droite | MK | rencontre la perpendiculaire en O a | OM |

enle pole de | OP | par rapport au cercle ayant OM pour dia-
métre; les coordonnées de ce pdle étant évidemment

r r
x = —cosf. = -cosH to
2(‘ Y > st colo,

nous avons, en éliminant 6, pour équation du lieu de ce point
(5) riyt= (ot (a4 y),

qui représente un cappa dirigé vers I'axe des y et avec son
tacnode a l'origine.

Autres solutions de MM. Droz-FARNY et LEz.

QUESTIONS.

1834. Etant données deux coniques S et §', trouver le lieu
d’un point P tel que 'on puisse mener de ce point une tan-
gente a S et une tangente a S’ perpendiculaires entre elles.

Montrer que ce lieu est une courbe Cg du huitiéme ordre et
du premier genre ayant les points cycliques pour points qua-
druples et huit points doubles a distance finie. On déterminera
la position de ces derniers en montrant que ce sont les points
communs & distance finie a trois courbes du quatriéme ordre,
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dont on formera les équations. On établira que les points mul-
tiples de Cg et les foyers réels et imaginaires des deux coniques
S et S’ sont sur une méme courbe C; du troisiéme ordre qui
dégénére en une hyperbole équilatére et la droite de I'infini,
lorsque S et S’ sont concentriques. On donnera une définition
géométrique de cette courbe Cj;. Le lieu cherché Cjy est tan-
gent en huit points a chacune des coniques données; les seize
points de contact sont sur une méme courbe du quatriéme
ordre.

Exprimer les coordonnées d’'un point du lieu en fonction
d’un paramétre.

Examiner les cas particuliers oi I'unc des coniques données
se réduit a une parabole ou a un couple de droites.

(J. FraNEL.)

1833. Au bout de quel temps ¢, un capital C placé a intéréts
simples a un taux » constitue-t-il une somme égale a celle que
constituerait le méme capital placé i intéréts composés au
taux r'(r'<< r) pendant le méme temps?

Exprimer ¢ en fonction de r et 7. On admet que les deux
sommes sont calculées d’aprés les formules respectives

C(a+rt), G+ r).
(E.-M. LEMERAY.)

1836. A quelle distance du centre d’une hyperbole équilatére
doit-on mener une perpendiculaire a son axe réel pour que
l'aire comprise entre les asymptotes, la courbe et la droite
cherchée, ait une valeur donnée A. (E.-M. LEMERAY.)

1837. Les deux triangles ABC, A’'B'C’' sont homologiques
des deux maniéres :

R ABC . axe o

1° Centre O AVBC | Ao
.| ABC -
2° Centre O CBA] axe o',

Démontrer que si o passe par O': 1° o’ passe par O; 2° les six
points O, O', ba', bc', b'a, b'c sont les sommets d’un quadri-
latére complet; 3°les six droites o, o', BA’, BC/, B’A, B'C sont
les cotés d’un quadrangle complet; 4° le triangle diagonal du
quadrangle, qui a pour sommets ba’, bc', b'a, b'c, coincide
avec le trilatére diagonal du quadrilatére qui a pour cotés BA',
BC’, B’'A, B'C. (G. GaLLucet.)
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[D3d]
UNE APPLICATION DE LA FORMULE DE STOKES ;

Par M. VOGT,

Professeur a I'Université de Nancy.

1. Dans le premier Volume de son Cours d’ Analyse,
M. Picard indique, aprés Kronecker, la solution du pro-
bléme suivant :

Liant données deux équations algébriques ou trans-
cendantes
F‘<x’.y):07 Fg({l/‘,.}’):(),

entre deux wvariables réelles, et & coefficients réels,
déterminer le nombre des solutions de ce systéme
d’équations comprises & l’intériewr d’un contour ferme
donné.

On considére pour cela 'intégrale curviligne

l:.—-l—fdarc[angliﬁ= lfM,
2T Fy

am F+ F3

étendue au contour donné parcouru dans le sens positif,
la valeur de cette intégrale est égale al'excés du nombre
des solutions intérieures au contour pour lesquelles le
déterminant fonctionnel

D(F,, Fy)
D(x,y)

est positif, sur le nombre de celles pour lesquelles il est
négatif. :
Je ne sais si l'on a déja remarqué que ce résultat est
susceptible d’'une généralisation relative a la ligne d’in-
Ann. de Mathémat., 3* série, t. XIX. (Mars 19oo.) 7
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terscction de deux surfaces; c’est celte généralisation
que je me propose d’indiquer ici, en suivant la marche
de M. Picard.

Etant données deux équations
(’) Fl(]"v);r;):o' F:!(‘Tv,}/"—')=ov

entre trois variables réelles, et a coeflicients réels, elles
définissent une certaine ligne réelle L formée d’une ou
de plusieurs parties; nous supposons les fonctions I,
¢t F, finies continues et uniformes dans une certaine
région de I’espace, et nous considérons dans cette région
un contour fermé C ne rencontrant pas la ligne L; nous

5
formons l'intégrale curviligne

I F
I = -affdarcumgé,
27 Jo F,

étendue au contour C parcouru dans un certain sens, et
nous nous proposons de chercher la signification de
cette intégrale.

On peut I'écrire, en la développant, sous la forme

(2) =L fpdx+Qdy+nd;,
27T Jo
en posant
o dFs o dF,
T R
- FrrF;
dF, dF,
F, 52 _f, ¢
e~y
F}+ F3
dr, dF,
wo @ g
IR S PR

comme P, Q, R sont les dérivées partielles d’'une méme

P AT
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fonction, elles satisfont aux conditions

0Q IR oR 0P IP  0Q

9z oy’ oz = 93 oy~ o’

que Uon vérifie du reste directement sans peine; on en
conclut que I ne change pas de valeur lorsqu’on déforme
le contour C sans passer par un point oa P, Q, R de-
viennent discontinues, c’est-a-dire sans rencontrer la

ligne L.

2. Supposons que par le contour C on fasse passer
une calotte de surface S, que cetle calotte soit simple et
aitdeux faces distinctes ; prenons comme face supérieure
ou positive la face sur laquelle doit éire situé un obser-
vateur pour que, en s’approchant du contour C, il voie
le sens d’intégration de gauche a droite, comme le sens
du triédre de coordonnées; la face inférieure ou néga-
tive sera la face opposée.

Si la calotte S ne rencontre pas la ligne L, le théo-
réme de Stokes nous indique que I'intégrale I est égale
a l'intégrale double

ff(i)g _?—li>d]dz+<?§—(—)£>d~dm
(3) ' 27 or 93

dy

étendue a S, et cette intégrale est nulle.
la calotte rencontre la ligne L en des points A,
B, ..., M, imaginons que l'on trace sur la surface des
conlours C,, Cg, ..., Cy assez petits pour n’entourer
chacun qu’un seul de ces points et pour ne couper ni G
ni les autres contours; enlevons de S les portions S,,
Sg, ..., Sy intérieures a ces contours et réunissons les
ouvertures ainsi pratiquées dans S au contour G par des
coupures I'y, Iy, ..., I'y ne se coupant pas les unes les

AT D
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aulres; ces opérations ont pour effet de constituer une
calotte S, a un seul contour ne contenant a son intérieur
aucun point de L.

L’intégrale double (3), étendue a cette calotte S,, est
constamment nulle ; mais, d’aprés la formule de Stokes,
elle est égale a I'intégrale curviligne (2), étendue au
contour entier de S,; cette intégrale est donc nulle.
Elle se compose de différentes parties étendues respec-
tivement : 1° au contour C parcouru dans le sens adopté
primitivement sur ce contour; 2 aux deux bords de
chacune des coupures Ty, I'y, ..., Ty, ces bords étant par-
courus I’'un dans un sens, I’autre, qui lui est opposé, dans
le sens contraire; les parlies d’intégrale relatives a ces
bords sont deux a deux égales et de signes contraires et
ont une somme nulle; 3° aux contours C,, GCg, ..., Cy
parcourus dans le méme sens que le contour G relative-
ment & la calotte S, ; les parties d’intégrale correspon-
dantes sont égales et de signes contraires a celles que
I’on obtiendrait si les contours étaient parcourus dans
le sens opposé, et ce dernier sens est celui que I'on doit
adopter si I'on veut que les faces supérieures des calottes
partielles S, Sg, ..., Sy coincident avec la face supé-
rieure de la calotte totale S. Si done on adopte pour
tous les contours C, Cy, Cy, ..., Cy le sens pour lequel
les faces supérieures des calottes S, Sy, Sy, ..., Sy soient
les mémes et si 'on appelle I, I, Iy, ..., Iy les valeurs
de I'intégrale I étendue a ces contours, on aura

I = I,\—!—]];—F...—!—IM;

tout revient donc a évaluer chacune des intégrales du
second membre.

3. Considérons 'une d’elles, par exemple la premiére:
soient Xy, ¥y, 2o les coordonnées du point A; la tan-
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gente a la ligne L en ce point a pour équations

oF; oF, oF, N

m(z‘-‘xo)+m()’—.}’0)+gz—o(z—w)—oy
()Fg 0F2 0F2 - P
(7.2‘_0‘ .z‘—.’l‘o)—l—%(}’—yo)-l-"—)z—o(ﬂ—”o)—o'

en désignant par Dy, D, et Dy les déterminants

(ue nous ne supposerons pas nuls simultanément, on
voit que les cosinus directeurs de la tangente sont donnés
par les équations

COS cos COS ™ 1
(4) —oosB_eosy

D, D, Dy DI+ D3+ DY’

nous appellerons demi-tangente positive a la ligne L
en A celle des deux directions précédentes qui corres-
pond au signe -+ devant le radical.

Nous supposons que la calotte S et, par suite, la ca-
lotte S, qui en fait partie ne sont pas tangentes-en A a
la ligne L; le contour C,, qui limite S, peut étre choisi
aussi petit que I'on veut; on peut sans inconvénient
supposer que ce contour est une petite courbe plane et
que S, est la portion du plan de cette courbe qui lui est
intérieure.

Les coordonnées des points du contour Gy auront des
cxpressions de la forme

x = xg+ &k, Y =Yo+ e, 3 = 5o+ &§,

¢ élant une quantité fixe que 'on peut prendre aussi
Wire ], : . v f . dy A "
petite que on veut, g, 7, § €lant tonctions d un meme
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paramétre; l'intégrale I, s’exprimera au moyen de ce
paramétre par une somme de deux parties, 'une indé-
pendante de ¢ et 'autre s’annulant avee cette derniére
quantité. Comme nous avons remarqué au début que la
valeur de I ou de I, ne change pas lorsqu’on modifie le
contour sans franchir la ligne 1., nous concluons que
I'intégrale actuelle ne doit pas varier avec ¢; la seconde
partie, qui peut étre renduc aussi pelite qu’on veut, est
donc rigourcusement nulle et I, se réduit a la premiére;
elle est, toutes réductions faites,

1 [Di(ndt—tdaq) -+ Dy(ydi— Edy) + Dy(E o —n dz).
A <dl* - ol« . oy \? oFgg o, +aF2C 2
e, Vo | II) +<0:ro T, s, )

Nous choisirons comme contour C, une ellipse tracée

sur un cylindre ayant pour axe la tangente a ld ligne I,
ct dont 'équation est

[ =+ =0+ G —an ||

oF, 01‘. Iy 2
-+ - — Y —9)+ —(3—3 = z2;
ldwo (z — @) + Ty ) 030( o)] ;

nous assujettissons de cette facon &, 1, { 4 rendre égal
a I'unité le dénominateur de la fraction différenticlle;
nous remarquons, de plus, que les parenthéses qui
entrent au numérateur sont proportionnelles aux cosinus
directeurs de la normale exiérieure i la calotte S, au
point Aj si o, £, ¥ sont les angles de cette normale
avec les axes de coordonnées, on a

__cosa’  cosp’  cosy

wd,—0dn  {di—td{  Edq—ndE
=+ !

V(E -+ 2+ 12)(d22 + dr?+ d0?) — (EdE + 0 dn+ L dT)?

En considérant pour un instant &, 7, { comme les
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coordonnées des points d'une courbe plane dont les
coordonnées polaires sont o et §, on aura pour valeur

du radical
Verdst —ordot = o2 df,
T ) p

de sorte que l'on a
nd{ - L dn = p2df cosa’,

(% y LdE —Edl = p2dbcosfy,
( ¢ dn—ndt = o2 dbcosy’;

en désignant enfin par V I'angle aigu ou obtus formé
par la demi-tangente positive & la ligne L et la normale
cxtérieure ala calotte Sy en A, on a, en tenant compte
des formules (4) et (5),

Iyv= Tl; [ VD3 D3 5 D3 cosVp2di.
o e,

/ 2% db

e,

L’intégrale
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