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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 1722.

(1896, p. 152.)

Par un foyer F d’une conique donnée on méne une corde
quelconque MM'. Le cercle de diamétre MM’ rencontre la
conique en deuxr autres points My et M. Montrer que :

1° La droite M{M| passe par un point fire;
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2° Le lieu des points de rencontr e des secantes communes

au cercle et ala conique se compose d une droite et d’une
cubique (C -N BARISIEN )

SOLUTION
Par M E Maro

Soient designes par P, Q, R les trois points de 1encontie
—

des secantes communes a la conique et au cercle MM prises
deux a deux Je dis que 1 un d eux, P, est le pownt ou la corde
focale MM coupe la duectrice

I

Ln eftet, les puints P, Q, R sont caracterises pat celte pro-
priete que chacun des tiois cotes du triangle quils forment
est la polane du sommet oppose a la fois par rapport au

—
cercle MM et par 1appotta la conmique donnee Or, la perpen-
diculaire menec a MM en F est la polane de P par rapport a
la conique, en vertu de la definition meme, en Geometrie, du
foyer et de la directrice (foyer, pont ou chaque couple de
drottes conjuguees est rectangulare, directrice, polare du
foyer), et aussi par rapport au cercle, d apies les proprietes



(94)

les plus élémentaires de cette courbe. La deuxiéme sécante
PN
commune au cercle MM’ et a la conique donnée dans le couple

dont fait partie MM', est donc la droite passant par P ct fai-
sant avec les axes, en sens inverse, le méme angle que MM’ :
elle passe manifestement par le point G, symétrique de I par
rapport a la directrice.

Les points Q et R sont, sur la perpendiculaire 8 MM’ menée
par Fy, les deux points conjugués a la fois au segment NN, in-
tercepté par ellipse, et au segment LL', intercepté par le
cercle. L'ordre de la courbe, lieu des points Q et R, est done
mesuré par le nombre 2 augmenté du nombre qui exprime
combien de fois, dans le pivotement de la droite LL'NN’ au-
tour du point fixe ¥, 'un des points du couple (Q, R) vient
cn F. Or, quand cela a lieu, comme F est le milieu de LL'
I'autre point de ce couple est a 'infini, et F est aussile milieu
du segment NN'. La circonstance envisagée ne se présente
donc qu'une scule fois, quand LL'NN’ est perpendiculaire a
l'axe focal, et, par suite, le lieu cherché est bien une cubique,
avec un sommet en F et une asymptote perpendiculaire a I'axe
focal de la conique donnée.

Il est, du reste, aisé d'en éerire 'équation. Soit w I'angle

que fait la droite LL'NN’ avec I'axe focal, et, par conséquent,
b . . R A

w — — celui que fait, avec ce méme axe, la droite MM’ :
2

I'équation qui admet comme racines les longueurs des seg-
ments FN, FN' est

P(p) = (1—e2cos2w)p2+2pepcosw —p? =o0;

semblablement I'équation qui détermine le couple de points
(L, L") est
¥(p) = (1—e?sin?w)p?2— p* =o.

On aura, par suite, pour I'équation déterminant les points
doubles de I'involution ® (p)+ A W (p) = o,
0P 0¥ 0P OV
9% op " dpop ”
c'est-a-dire

preosw(t— e?sinw) — pes(cos?m —sin2w) + p?cosw = o,
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et il suffit de multiplier par p pour passer immédiatement aux
coordonnées rectangulaires

(a’xz—l—b’-’_}/z—i— b‘)x~bzc(x2-—y2)=o.

L'asymptote, toujours réelle, passe donc par le centre de la
conique. Les tangentes issues de F s’obtiennent en coupant
I'axe non focal par le cercle décrit de I comme centre avec
le rayon 2a : les points de contact sont sur la conique et sur
la polaire du point G.

Autre solution par M. AUDIBERT.

Question 1727.
(1896, p. 200 )

Etant donnée une surface quelconque F, pour laquelle
l’indicatrice estelliptique, la surface F', lieu des centres de
courbure de toutes les secttons normales ou obliques que
l’on peut faire autour de chacun de ses points, est repré-
sentée par l’équation

Ry Ry(a?+y?) _
Rex?+F Ryy? ©

224 Y452 =

Ry et Ry étant les rayons principaux de F relatifs au point
que l’on considéere.

Cela étant, vérifier que l'aire de la surface F' et le vo-
lume qu’elle enveloppe ont respectivement pour expression

R; - R, —
A== (—l;——-> \/R1 sz

V= 4%(3Rf+zR,R2+ 3R2) VR, R;.
(A. IssarLy).

SOLUTION
Par M. G. TziT2EICA.

1° Prenons pour axes les tangentes aux sections principales
et la normale & la surface F au point O considéré, et considé-
rons toutes les sections ayant la méme tangente OT. En vertu
du théoréme de Meusnier, les centres de courbure de ces sec-
tions se trouvent sur un cercle de diameétre Ow, w étant le
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centre de courbure de la section normale ZOT; le cercle pré-
cédent est situé dans un plan perpendiculaire @ OT. La sur-
face F' est donc engendrée par cette circonférence, qui tourne
autour de OZ et se dilate entre les centres principaux de
courbure w; et w,. Posons

N
0 =TOx.
Les équations du cercle Ow sont alors

o { 2+ y2+ 32 =Rz, R=0uw,
I «
{ ¥y = tangh.

Or, d’aprés la relation d’Euler,

1 cos2()  sin20

(2) R’ TR

En éliminant R et § entre (1) et (2), on trouve ’équation de
Iénoncé pour la surface F', qui devient une sphére si le
point O est un ombilic de F.

2 Je prends pour élément d’aire l'aire limitée par deux
positions infiniment voisines du cercle générateur. On a de la
sorte

A — l 2 — _‘_ 2 2 de
dA = 2 Redb = 2 RER3 (Rs cos20+ R, sin20)2’
d'ou
? d
A =92R2R2 .
A QR‘RI([ (Ry cos20 + Ry sin20)?2’
donc

A=n<&jjﬁ>JmR%

2

3° De méme, en prenant pour élément de volume le volume
correspondant 4 I’élément d’aire, on a
R2df R

dV — = L Rsa,
2 6 12

d'on
T
vl /‘2 R} R} db .
3. (Ry cos?6 + Ry sin26)3”’

o/
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donc

V=%(3R3—2R,R,+3Rg)¢a‘,n,.

Note. — Pour trouver les intégrales définies précédentes, on
peut procéder de la maniére suivante : Considérons I'intégrale

immédiate
u

I _\/‘2 db _ L
"7, Rycost6+ Rysin6 2 VR R,

Prenant les dérivées de I par rapport a Ry et R,, on trouve

T sin20 d0 1

(Rycos20+ Ry sin26)? — (R, \/R.Rz’

0
T

f2 cos20 db _ b .
s (Rpcos?0 +Rsin?0)2 " (R, /RR,

En faisant la somme, on obtient

™

| _f2 do _ m(Ry+Ry)
*7J, (Rycos?60—+Rysin20) — 4R,R, /R, R,

En procédant de la méme maniére, on obtient de I, I'inté-
grale I;. On pourrait trouver de la sorte une formule géné-
rale, pour

i
I = * db
" _fo {Rycos?0 + R, sin20)n

Question 1729.

(1896, p 248 )

L’équation zyz—+ kwd3=o, o x, ¥, z représentent les
coordonnées homogénes d’un point du plan

w=ax-+by +csz,

el k un parameétre arbitraire, représente un systéme de
cubiques qui ont trois points d’inflexion réels situés sur la
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droite w; le lieu des autres points d’inflexion se com-
pose de deux droites imaginaires A et B.

Démontrer qu'il existe deuxr cubiques du systéme, tan-
gentes & une droite donnée L, et que les deux points de
contact sont conjugués harmoniques relativement aux
deux points imaginaires conjugués o la droite L rencontre
A et B. (A. Lecoux.)

SOLUTION
Par M. G. Tzirziica.

1” La hessienne de la cubique a pour équation
Shw(atz?+ b2y?+c232 — 2 becys —2casr —2abzrs)—zys = o.

D’ot résulte que trois des points d’inflexion sont sur la
droite w, ce qui était d’ailleurs visible sur I'équation de la cu-
bique méme. Si I'on élimine £ entre I'équation précédente et
celle de la cubique, on trouve pour le lieu des autres points
d’inflexion

(1) (ax — by )2+ (by —cz)2+(c3—ax)>=o0
deux droites imaginaires qui se rencontrent dans le point réel
S
)
2° L’équation du faisceau de droites qui joignent Vorigine
aux points d'intersection de la cubique avec la droite L

UL 40y =5
est

(2) ry(uzr +vy)+ktd=o.

ol
t=(a+cu)r—+(b+cv)y.

Pour que la cubique soit tangente a L il faut que (2) admette
un facteur carré. Ce facteur carré est d’ailleurs un facteur du
jacobien des deux fonctions de wet y,

xy(ux+cy) et 3.
Ce jacobien a pour équation

t2[(a + cu)uzd+ 2(aev — bu)xy

(b+co)vy?]=o0:
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it comprend le facteur singulier 2 qui représente la droite qui
joint lorigine au point d’intersection de w et de L. Il reste
alors pour I’équation des droites qui joignent I'origine aux deux
points de contact

(3) (a-cu)uzt+2(av—bu)zy —(b+cv)oyt=o.

D’ailleurs, I'équation du faisceau des droites qui joignent
I'origine aux points d’intersection des droites A et B avec L
est

{(@+c2u—acu)z®—(ab+becu-+acv—actuv)zy
(4) 4
) { —+ (b2+ c202— beo) y? = o.
1l reste a voir que les deux faisceaux (3) et (4) sont con-
jugués harmoniques P'un par rapport a 'autre, ce qu’on vérifie
aisément.

Autre solution de M. AUDIBERT.



