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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[R1c]
DEMONSTRATION DE QUELQUES THEOREMES
DE CINEMATIQUE;
Par M. H. DUPORT,

Professeur a la Faculté des Sciences de Dijon.

Les propositions que j’ai en vue sont les suivantes :

I. Le mouvement d’une figure plane dans son plan
peut étre produit par le roulement d’une courbe lide a
la figure sur une courbe fixe.

II. Le mouvement d’un corps solide autour d’un
point fixe peut étre produit par le roulement d’un céne
lié au corps sur un céne fixe de méme sommet.

IIl. Le mouvement général d’un corps solide peut étre
produit en faisant mouvoir une surface réglée liée au
corps, de facon qu’elle touche constamment une surface
réglée fixe le long d’une génératrice.

Malgré I'importance de ces théorémes, les démonstra-
tions qui en sont données laissent beaucoup a désirer.
Géométriquement on les déduit presque sans transition
des théorémes correspondants sur le déplacement discon-
tinu. Analytiquement Jes démonstrations sont simples
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ct bien connues, mais elles laissent de coté la discussion
qui accompagne le troisiéme cas, ainsi que les proposi-
tions et les formules concernant les mouvements que
P’on obtient quand on part des courbes, des cones ou des
surfaces qui figurent dans les énoncés.

La présente Notc a pour objet de combler cetie
lacune () :

I. Soit d’abord une figure plane cn nouvement.
Figurons la courbe C lieu des centres instantanés de
rotation dans le plan, et dans Ja position qu’elle occupe
i Vépoque 1, Ja courbe C lieu des points de la figure

Fig. 1.

N

mobile qui coincident & chaque instant avec le centre
instantané derotation au mémeinstant. Ces deux courbes
ont en commun le centre instantané de rotation A &
Pépoque t. Soit M le point de la courbe C qui sera
centre instantané de rotation a I'époque ¢+ %, M’ le
point de la courbe mobile qui viendra a cette époque
coincider avec le point M. On peut amener la courbe €’
dans la position qu’elle occupera & 1'époque ¢ + 1 par
une translation telle que tous ses points décrivent des

(') La méthode andlytique consiste dans I'emploi d’un triédre
mobile. C’est de ce procédé que M. Antomari s'est servi dans son
excellente thése pour retrouver les propriétés déja connues des sur-
faces réglées ¢t en découvrir de nouvelles
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droites égales ct paralléles & M'M, puis par une rotation
autour de M, de 'angle ¢ dont la figure plane a tourné
pendant le temps %.

Soit I un point quelconque de la figure. Il vient
d’abord de I en I, de facon que le segment LI, soit
égal et parallele & MM, puis de I, en I’ par une rota-
tion autour de M de I'angle ¢. Joignons I, 1" et IV,

On a
ary _dany ()

h h h
4 . , I ..
Faisons tendre /i vers zéro. (_11_) a pour limite la

vitesse du point I 4 I'époque ¢, c’est-a-dire un segment
perpendiculaire 4 AT et égal 4 wAl, o étant la limite

5 LI ]I’
de 2. (LILD) a méme limite que —— ( pu1sque les pomts

h h
I, etl ont pour limite I, et pu1sque le point M a pour

()
h

limite A. On voit donc que le segment

M)

suite, le segment ——/—— doivent avoir pour limite zéro.

et, par

Or on a
(M M) (A'\l) (AM")
h h n

(AM .. . , . . .
-T) a pour limite la vitesse d’un mobile qui parcourrait

la courbe G, de facon & se trouver a chaque instant au
(AM")
h
vitesse, dans Ja figure mobile supposée fixe al'époquez,
d’un mebile qui parcourrait la courbe C' de facon
a se lrouver & chaque instant au point qui coincidera

centre instantané de rotation.

a pour limite la

a cet instant avec le centre instantané de rotation.
Ces deux vilesses devant éire Jes mémes, d’abord les
courbes C et C' devront étre tangentes en A ; ensuite, si
Pon désigne par s et ¢ les arcs comptés sur C et C'a
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partir de deux origines O et O/ et terminés en M et M/,
on devra avoir
ds . ds
de T ds

Sil’on compte les ares s el s’ dans les sens ou les mo-
biles se déplacent sur les courbes C et C' pendant le
miouvement, on devra prendre le signe ++ dans le second
membre de 'équation précédente, et si les points O et o
doivent venir coincider i une certaine époquc, on aura
s = ', ¢t la courbe mobile roulera effectivement sur la
courbe fixe.

En modifiantlégérement la démonstration précédente,
on voit aisément que, si une courbe C’ roule sur une
courbe C, le point de contact est a chaque instant le
centire instantané de rotation dans le mouvement d’ane
figure plane liée a C'. Proposons-nous maintenant de
trouver les formules qui représentent le mouvement ob-
tenu en faisant rouler une courbe sur une autre. SoientC

Fig. a.
y| ¢ y
A
P
ol = o =

la courbe fixe rapportée i deux axes Ox, Oy ; act bles
coordonnées d’'un point A en fonction de Iare compté
sar la courbe dans un sens déterminé a partiv d’une
origine P. Soit €' ta courbe mobile; O'x’, O'y’ des axes
liés a ceue courbe, a’ el &' les coordonnées d’un point
en foriction de I'arc s’ compté a partir d’unc origine
fixe P’ dans un sens déterminé.

Supposons maintenant que la courbe C' soit placée de
fagon a rouler sur }a courbe C, et admettons que les
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points A, A’ doivent coincider a une certaine époque et
qu'il en soit de méme pour P et P'. Supposons enfin,
que les arcs s et s’ soient comptés dans les sens PA, P'A’
ou dans les sens opposés. Avec ces hypothéses, s et s’
sont la méme fonction du temps t achevant de définir le
roulement.

Considérons ¢n A deux axes de coordonnées, I’'un la
tangente A x, ala courbe dans le sens des arcs croissants,
Pautre la normale Ay, faisant avec cette tangente

Tt . '
I’angle = dans le sens des axes. Soient A’x’, A’y les
2 [ J

axes analogues pour la seconde courbe. Les axes O xy,
O'x’y’ ayant méme sens par hypothése, quand C' cst
placée sur C, de facon que A’ coincide avec A ct que les
deux courbes soient tangentes, les axes Ay, A'x’y)
coincident.

On a pour passer de Oxy a Ax,y, les formules

T = a4 x;c089 — ¥ sino,

Y=0-+x sing + y,cosg,
» désignant V'angle de la tangente Ax, avec Ox. On a
; 8 8

da . db
Cose = — , sine = .
; ds

ds

On ade méme pour passer de O'x’y" a A’'x} ¥ les for-
mules
z'=d' + ) cos9'— x| sing’,

Y=+ sing'+ y cos¢’,
' designant I'angle de A’x, avec O'x’. On a

da' db’

cosw'———ad sint' = —
: ds’’ : ds'

Si nous écrivons que 'on a .x, = x|, yy =y, nous

aurons écrit que les deux courbes roulent I'une sur

Vautre et I’on aura donc pour les formules de transfor-
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mation permettant de passer des axes fixes aux axes liés
4 la figure mobile

(r—a)cosg—(y—0b)sing= (2 —a')cosg'+ () '—b&)sing'.

—(z—a)sing -+ (y—b)cosp=— (2'—a'ysin¢'+(3'—0)cos <",

On les résout aisément par rapport 4 x et y et 'on
peut en déduaire Pexpression connue de la vitesse de
rotation de la figure mobile.

II. Soit maintenant un corps solide mobile autour
d’un point fixe O. Considérons le cdne, lieu des axes
instantanés de rotation dans Pespace, et dans la position
qu’il occupe a I'époque t, le cone licu des droites du
corps qui comcident a chaque instant avec I'axe instan-
tané de rotation a cet instant.

Limitons les deux céones d’un méme c61é du sommet
et considérons sur les deux demi-cones ainsi obtenus les
courbes d’intersection avee la sphére de rayon égal a
Punité ayant pour centre le point fixe. Soient C et €'
ces courbes.

A Tépoque (, les deux cdnes ont en commun Paxe
instantané de rotation a cette époque. Les deux courbes
ont donc en commun un point A. Je dis qu’elles sont
tangentes en ce point et que de plus, sil'on considére les
arcs comptés sur les deux courbes & partir de deux points
P et P’ qui sont I'un, le pole instantané de rotation a
une époque /,, ’autre le point de la courbe C' qui coin-
cide avec P a I’époque t,, les arcs PA, P'A sont égaux.

Pour le démontrer, nous supposcrons la premiere
courbe parcoutuc par un mobile qui se trouve & chaque
instant au pdle instantané de rolation i cet instant, la
seconde par un mobile qui se trouve a chaque instant
au point de cette courbe qui coinciderait a cet instant
avee le pole instantané de rotation.



(11)
Soient M et M’ les positions des deux mobiles &
'époque f + %; pour amener le corps de la position
qu’il occupe & I'époque ¢ a celle qu’il occupe a I'époque

Fig. 3.

t + h, on peut d’abord amener OM' sur OM par unc
rotation de I’angle M'OM autour d’un axe perpendicu-
laire en O au plan M’OM, puis imprimer au corps une
rotation convenable autour de OM. Supposons que 'on
fasse tendre /i vers zéro et voyons quelle sera la vitesse
d’un point quelconque I. Dans le premier mouvement
le point I vient en 1, dans le second en I'; on a
ary _(ar) (L)

T TR T TR

Llli__) a pour limite la vitesse du point [.

1)

5~ a pour
limite la vitesse du point I dans un mouvement de rota-
tion autour de la position limite de la perpendiculaire

au plan M'OM avec une vitesse angulaire égale ala limite
de I’expression ﬂlg—le}:—l—o-l! - Cherchons la limite du seg-

(MM') . . .
ment ~——=; sa grandeur limite est la vitesse angulaire

cherchée, et sa direction nous donnera la position limite

du plan M'OM. On a

(MM") _ (AM) (AM)
T T h T T

= (")'—(V,)a
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(v) et (¢') érant les vitesses a 'époque ¢ des mobiles con-
sidérés précédemment. Si donc on représente par AN

ct AN’ ces vitesses, on voit que le rapport (__thl‘fg a pour
limite (NN'). Le plan M’OM aura pour limite le plan

. \ \ , ILr
mené par OA parallélement 4 NN'. D’autre part, (—'h——)

a pour limite la vitesse de I dans un certain mouvement
de rotation autour de OA, puisque les points I, et I'ont
pour limite I et que le point M a pour limite A. Comme,
en définilive, la vitesse de I doit éire la méme que dans
un mouvement de rotation autour de OA et qu’elle s’ob-
tient en composant une vitesse de rotation autour d’un
axe perpendiculaire & OA ct une vitesse de rotation
autour de OA, il faut que la premicre disparaisse. 1l
faut donc que le segment NN’ soit nul, ¢'est-a-dire que
les points N et N’ coincident. On voit donc que les
courbes C ct C' seront tangentes en A et que 'on aura
v =1+, ¢’est-a-dire

ds dy'

de = dt

b

s ct s’ désignant les arcs PA, P’A; ¢t, commeon a a la
fois s = s'=o0, on en déduit s=y'. L.e théoréme est donc
démontré. De trés légéres modifications a cette démon-
stration permettent de faire voir, que quand un cone
roule sur un cone fixe de méme sommet, ’aréte de con-
tact est a chaque instant ’axe instantané de rotation dans
le mouvement d’un corps lié au céne mobile.
Proposons-nous maintenant de trouver les formules
qui permettent d’étudier le mouvement obtenu en faisant
rouler un coéne sur un céne fixe de méme sommet.
Soient O, Oy, O z desaxes rectangulaires fixes ayant
pour origine le sommet commun des deux cénes. Soit A
un point de la courbe C. Considérons un systéme d’axes
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formé de la droite OA pour axe des 2/, de la paralléle
menée par O a la tangente 4 la courbe dans le sens

Fig. 4.

positif pour axe des &', enfin de la perpendiculaire O y'
au plan Ox'z' telle que les deux triedres Ozyz,
O'x'y’ 2" aient méme sens. Soient

r— oy 2y a5,
. N o0 w ot
e84y s

. Co
s=yriy v s

les formules de transformation permettant de passer de
'un de ces systémes a I"autre.

Le point A ayant pour coordonnées a, b, ¢, fonctions
de Parc s définissant le cone, on a

o= y du w b de R db
= = —— - oy 2 0
g : . ds ds ds’
db da de
B"=b. §=—) B=ec— —a—>
; ds ds ds
e o _de o db i da
("= e, 1= [ =age— b

Soient &, 1, { les angles de la normale principale en A
avec les axes et p le rayon de courbure, on a

cosf dazb cos T, d?e cos
5 a6 )

ds'l—?’ dst ~ p ’ 23—3:7'

. y . . , . W T
Soil » le rayon de courbure sphérique, inférieur 4 ~ en
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valeur absolue, positif si le centre de courbure sphérique
est du coté de Oy’ par rapport a O 2/, négatif dans le cas
contraire.
Dans le premier cas, on a les relations

a' cos{ + P cosn +y' cos{ = cosg, 2 =sing,
4’ cost + " cosr -+ y" cosy = —sing,

et dans le second

a'cos¢ + B'cosy, + ¢’ cosi = —coso, o =—singy,

2"cost + 3" cosn+ y"cos{ = singp,

On aura donc dans tous les cas les relations

a,cos% +B,cosv, _, eosy — cote
> 20 205 = 2,
? P P
r
COSE COS 1, , cos’
o !—{—;j" A_]I_Y = —1;
9 2
) )
on a également
cos§ cos, cos
) —p—— + | ; + = 0.
On a done
d?a 8 d2 b N d*e
d—— -8 — 4 == =0
ds? Y ds? l s? ’
A g axb ,d2e
PP — v = Colo
ds? dst TV dst v
Jdta L db e
ds* 7 dsr TV dst T -
On en tire
d2a d2 0 d2e

=4’ cotyo—2’,

s

—_ A o (K PR 0 — !
ds?_pcm? i’ ds2_{cm‘? T

Considérons maintenant s comme une fonction du

lL‘llll)S t et pOSOl]S
ds

&
dt ’
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on aura finalement les formules

da , ) ” d2’ .\ da” S
d_t:o(x coty —2"), T v coty, TE =
(IB o ar " on ({:'3' N " (1[3" ot
;i—t-__((pcutf 3", i ¢ 8 coto, i =03,
Y _ v cots " . A
@ =vlreote =y, gy =Tercoty, gp =

Faisons pour le cone mobile supposé rapporté a des
axes liés a lui ce que nous avons fait pour le cone fixe,
en affectant toutes les quantités de l'indice 1. Suppo-
sons que les arcs soient comptés sur les deux courbes C
et C' dans des sens tels que les arcs comptés dans le
méme sens soient destinés a rouler 'un sur 'autre. On
aura les {formules suivantes pour passer des axes fixes
aux axes liés au cone mobile

= ‘Tlh )'l“—)‘/lv S = :'vly
ou bien
1r = By = 3 = x4+ Gy + Y1451,
v By s =A@+ By s,
= By — s =l - By Y 5.

Remarquons enfin que I'on aura ¢ = vy, puisque les
deux courbes roulent I’'une sur ’autre. Si ’on dérive les
formules précédentes par rapport au temps, en y regar-
dant xy, ¥y, z, comme des constantes, on obtient aisé-
ment la formule connue de la vitesse de rotation du
corps lié an cone mobile, soit » = v(coty — cots,).

HI. Je rappellerai d’abord quelques propriétés fon-
damentales des surfaces réglées proprement dites.

Soit L une génératrice quelconque. Quand I'on
s’éloigne de plus en plus sur la génératrice, le plan
tangent cst a la limite parall¢le a la génératrice infini-
ment voisine de L. Clest-a-dire que si, par un point,
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on méne des paralléles aux génératrices de la surface,
le plan tangent & infini sur unc génératrice est paral-
I¢le au plan tangent au cone le long de la génératrice
correspondante.

Iy a un point A sur la génératrice L pour lequel le
plan tangent est perpendiculaire au plan tangent a I'in-
fini sur la génératrice. Ce point est unique, il s’appelle
le point central. Enfin, si I’on désigne par z la distance
d'un point M de la génératrice au point A, distance
complée positivement dans un sens, négativement dans
I'autre, par ¢ ’angle du plan tangent en ce point avec
le plan tangent au point central, on a la relation

rcots — =,

= élant une constante. Elle est positive si, quand on se
déplace sur la génératrice dans le sens positif, le plan
tangent tourne dans le sens adopté, négative dans le
sens contraire. =« est en valeur absolue la limite du rap-
port de la plus courte distance de deux génératrices voi-
sines & leur angle.

On appelle ligne de striction le lieu des points cen-
traux sur les génératrices. Soit C cette courbe et s I’arc
compté dans un sens i partir d’une origine fixe, Soit
aussi le cone formé par les paralléles menées par un
point fixe aux directions positives des génératrices et
soit la courbe d’intersection de ce cone avec la sphére
de rayon égal a l'unité. Soit ¢ 'arc compté sur cette
courbe dans le scns correspondant a celui compté sur la
ligne de striction. Soit enfin i I’angle de la tangente
dans le sens des arcs croissants a la ligne de striction
avec la direction positive sur Ja génératrice. On a en

grandeur
dssing

To o= e o

ds
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Soit maintenant un corps solide en mouvement dans
le cas général. Considérons la surface lieu des axes
instantanés de torsion dans V'espace et dans la position
qu'elle occupe a 'époque ¢, la surface lieu des droites
da corps qui coincident a chaque instant avec l'axe
instantané de torsion a cet instant. Ces deux surfaces
ont en commun I’axe instantané de torsion AL a1’époque
t. Appelons points correspondants sur ces deux surfaces
deux points qui coincident a une certaine époque. Soit
C unc courbe quelconque tracée surla premiére surface.

Fig. 5.

Considérons cette courbe comme parcourue par un mo-
bile M qui se trouve a chaque instant sur I'axe instan-
tané de torsion a cet instant. Soit M’ le point corres-
pondant de M.

Ce point M’ décrira sur la seconde surface une courbe
C’ et ces deux courbes auront en commun un point A
de la génératrice AL. Nous supposerons que [’on compte
sur ces courbes les arcs s et s” a partir de points corres-
pondants et dans les sens ou les points M et M’ les par-
courent par suite du mouvement. Les vitesses v et ¢’ de
ces mobiles seront alors positives. Supposons mainte-
nant que les positions M et M’ des mobiles correspondent

Ann.de Mathémat., 3° série, t. XVIIL. (Janvier 189g.) 2
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a Pépoque ¢ + I et soient MN, M'N’ les génératrices
des deux surfaces passant par M et M'.

Pour amener la surface liée au corps dans la position
qu’elle occupe a I'époque ¢+ h, on peut d’abord lui
faire subir une translation, de fagon que tous ses points
décrivent des droites égales et paralléles & M'M; puis
lui imprimer un mouvement de rotation autour d’'une
droite passant par M, perpendiculaire & la fois & MN et
a M'N', T'angle décrit étant celui de M'N’ et de MN;
enfin terminer par une rotation d’un angle convenable
autour de MN.

Si P'on fait tendre & vers zéro, on voit que la vitesse
d’un point quelconque du corps est la somme des trois

(uantités suivantes : 1° un segment égal a la limite de

(M), Oron a

h
(M'M) _ (AM)  (AM))
r A TRk’

¢’est donc le segment V'V joignant les extrémités des
vitesses des deux mobiles en A; 2° la vitesse du point
dans un mouvement de rotation autour d’un axe passant
par A et perpendiculaire a AL; 3° la vitesse du point
dans un mouvement de rotation autour de AL. On en
déduit que la vitesse du mouvement de rotation autour
de I'axe perpendiculaire & AL doit étre nulle et que la
vitesse ¢'v doit étre paralléle a AL. Considérons d’abord
la scconde condition. Elle fait voir que les plans tan-
gents en A aux deux surfaces coincident et, comme le
point A est un point quelconque de la génératrice, on
voit que les deux surfaces réglées auroni méme plan
tangent tout le long de cette génératrice. Il en résulte
d’abord que si I'une des surfaces est réglée proprement
dite, Pautre le sera aussi ct que, si 'une est dévelop-
pable, 'autre le sera aussi.
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Considérons d’abord le cas ou les dcux surfaces sont
réglées proprement dites. Nous affecterons de I'indice
prime les quantités relatives a la seconde.

Sur les génératrices destinées a coincider, les points
centraux sont des points correspondants et les para-
métres sont égaux et de méme signe. Faisons coincider
les lignes de striction avec les courbes C et C'; la condi-
tion que VV’ doit étre paralléle 4 AL donne

psini = ¢'sin?,
ou bien
dssint = ds'sin?.

Je dis que la vitesse de rotation autour de I'axe per-
pendiculaire a AL est alors nulle; cette vitesse est
la limite du rapport de 'angle de MN ct de M'N a
Pintervalle de temps 2. Or ces deux génératrices sont
a la limite dans le plan commun perpendiculaire au
plan central passant par AL et, comme les paramétres
sont de méme signe, MN ¢t M'N viennent dans le méme
demi-plan. Les paramétres étant égaux, on a

dssini  ds' sin?’

ds ds'
Les numérateurs étant égaux, on aura

ds = ds'.

Or P’angle de MN et de M'N’ est en valeur absolue
Pinfiniment petit ds — ds', ce qui démontre la propo-
sition.

Ainsi donc, pour que deux surfaces puissentéire 'une,
le lieu des axes de torsion dans D'espace, Vautre le
licu des axes de torsion dans le corps, il faut ct il
suffit que si 'on considére les lignes de striction et que
I'on désigne par s et s les arcs correspondant a des gé-
nératrices de méme parameétre, on ait

ds sini = ds' sin{'.
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Les deux surfaces ne sont donc pas arbitraires.

Dans le cas particulier ou, pour I'une des surfaces, le
paramétre est le méme pour toutes les génératrices,
comme cela a lieu pour les hyperboloides de révolution
a une nappe, il faudra qu’il en soit de méme pour
l'autre surface et alors la relation précédente détermine
les génératrices qui doivent s’appliquer les uncs sur les
autres.

Si nous{revenons au cas général, on voit que la vitesse
de translation du corps est

.

vcosi — ¢ cost.

Supposons maintenant que les deux surfaces soient
développables et qu’aucune d’elles ne soit un cylindre
ou un cone.

Reprenons la fig. 5 sur laquelle nous avons repré-
senté c¢n plus les arétes de rebroussement R et R des
deux surfaces et les points de contact B et B' de ces

Fig. 6.

arétes de rebroussement avec la génératrice commune
AL. Supposons que les points N et N’ soient les points
de contact des génératrices MN, M'N’ avec leurs arétes
de rebroussement. Considérons deux nouveaux mobiles
parcourant les courbes R et R’ de fagon a se trouver
constamment le premier en N, le second en N'.
Désignons a I'époque ¢ les vitesses de ces mobiles par
v et ¢'. Considérons les longueurs NM, N’ M’ comme des
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fonctions du temps et soient £ et /' leurs valeurs BA,
B’ A i I’époque t. Les quantités ¢, ¢', [, I seront comptées
positivement dans la direction AL. Dés lors, la vitesse
du point M est, a I’époque t, quand ce point esten A, la

dl
résultante de ¢ + = Portee sur la direction AL et de

; portée sur la norma]e principale 4 la courbe R en B,

p étant le rayon de courbure de cette courbe en B. De
méme, la vitesse du point M’ a l’époque t, quand ce

point est en A, est la resulLante de ¢/ + portee sur la

direction AL et de

P' la uorma]e principale
a la courbe R’ en B, p’ étant le rayon de courbure de
cette courbe en B'. Les deux composantes suivant les
normales principales sont situées perpendiculairement
a AL dans le plan osculateur commun aux deux courbes
R et R'; la droite V'V devant étre paralléle a AL, on
devra avoir

'y’
o

==

o3

On doit prendre le signe + si les normales princi-
pales sont de méme sens, le signe — si elles sont de
sens contraire. Comme on peut augmenter [ et / d’'une
quantité arbitraire, puisque le point A est quelconque
sur la génératrice AL, on en déduit que I'on aura sépa-
rément

c\

1=1,

==

vie
'(v\|

Les deux arétes de rebroussement sont donc a chaque
instant tangentes au méme point de la génératrice com-

mune et la relation
ds ds'

7

P °
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détermineles points successifs de Langence ; les arcs s el s’
sont alors comptés de facon a aller tous deux en croissant
ou en décroissant dans le mouvement.

Je dis qu’alors la vitesse de rotation autour de I'axe
perpendiculaire A AL est nulle. Eun effet, les deux droites
NM, N’M sont a la limite dans le plan osculateur com-
mun aux deux courbes. Les angles infiniment petits que
les génératrices NM, N'M’ font avec AL sont alors les

angles de contingence flp—s et (-ipf,', et sont égaux. L’angle
infiniment petit de NM et de N'M’ est donc nul.

La vitesse de translation du corps a I'époque ¢ est
y—l,

Considérons maintenant le cas o I'une des surfaces,
la surface mobile par exemple, est un cone. Il n’y aura
rien de changé dans la méthode précédente. Seulement
la courbe R’ n’existe plus, le point N’ coincide toujours

, .
avee B, et %, doit ére remplacé par 4@ étant Darc
p dt
compté sur la courbe d’intersection du cone avec la
sphére de rayon égal a Vanité. On voit alors que le
sommet du cone doit ¢tre constamment sur 'aréte de
rebroussement de la surface développable et la relation
(is = da'
p
détermine les génératrices correspondantes sur le cone

et sur la surface développable proprement dite. La vi-
ds
dt’
Si la surface fixe était un cone, la surface mobile

tesse de translation du corps est

développable proprement dite, il faudrait que son aréte
de rebroussement passat constamment par le sommet du
cone ct 'on aurait la relation

ds’

(”1:—,
°
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pour déterminer les génératrices correspondantes sur
les deux surfaces. La vitesse de translation du corps est

lors — %
alors di

Si les deux surfaces sont des cénes, on voit qu'ils
doivent avoir méme sommet et I'on retombe dans le
paragraphe II.

Eufin, si 'une des surfaces est un cylindre, on voit,
puisque I'angle infiniment petit de NM et de N'M’ doit
étre nul, que la seconde surface est aussi un cylindre.
La question est alors la méme que celle qui a fait I'objet
du paragraphe 1, avec cette légére modification que I'on
a a y considérer en plus un déplacement parallélement
aux génératrices des cylindres.

Le mouvement da cylindre mobile se composera
donc d’un roulement sur le cylindre fixe et d’un glisse-
ment parallélement aux génératrices.

Nous allons maintenant étudier analytiquement le
mouvement produit en faisant mouvoir une surface
réglée de facon qu’elle touche constamment le long
d’une génératrice une surface réglée fixe.

Supposons d’abord que les deux surfaces soient ré-
glées proprement dites. Soient I'une des surfaces, G une
courbe tracée sur cette surface; a, b, c les coordonnées
d’un point A en fonction de I'arcs; 2", 2, ¥” les cosinus
directeurs d’'une demi-droite AL passant par A et coin-
cidant avec la génératrice, exprimés également en fonc-
tion de I'arc s.

Les coordonnées d'un point quelconque de la surface
peuvent s’écrire

r=a-+ ), y=0b+1F, z=c+ M\,

X éiant une arbitraire qui représente la distance d’un
point de la génératrice au point A, distance comptée
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positivement sur AL, négativement en sens contraire.
L’équation du plan tangent en ce point est

da s,
K—a 75 @ X—a 75 @

db _, i g’ .|
Y—b g Fld Y=t oo §=o

de ) ay
L—ec 5 ¥ L—c s 7

Pour que la courbe C soit la ligne de striction, il faut
et il suftit que I'on ait
o da di" " (13_[_)_ dag’ N de dy'
ds ds ds ds ds ds
Nous supposerons désormais cette condition remplie.

Prenons de nouveaux axes liés au mouvement de la
génératrice; AL pour axe des z’; soit AT la tangente a

la ligne de striction dans le sens des arcs croissants;
prenons Ax' dans le plan de AT et de Az’ et du méme
coté de Az’ que AT; enfin Ay’ sera perpendiculaire au
plan Ax'z' de fagcon que le triédre Az's'z' ait méme
sens que le triédre des axes fixes.

Soient
r=a+ax +ay +a'5,

y=>0b+3z"+ By + "3z,
s=cAH+yr+yy'+y"s
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les formules de transformation. Nous avons déja désigné
par & Pangle de Az’ et de AT. On a les relations .

g —+ éf—sini
tds TR E T g T

ol R A
”‘1‘1 +ﬁ”‘-ié+ "‘-ig—cosz
* s R A
On en tire

i’-l—-asini-n-a"cosi

ds ’

d .. .

(2) (El{) =ﬁsx‘nz+{3”cou,
(5{3 = v sini + v" cos

ds —1° ¥ '

L’équation du plan tangent en un point de la généra-
trice devient

s (o 02 dp" ,dy’ b
z “3:‘"":’-" +v a5 ) —'sini=o.

Cette équation donne la valeur en grandeur et en
signe du paramétre =, soit

da”
ds

, d sint
G G =

En tenant compte de (1) et de (2), on a les équations

d1” dB” . d‘Y”—_
ey TR Tt =
da” dB X ,ay’ __sing
R fds =
,d v
e

On en déduit

, sini dy’ _, sini
-, pud 88 .
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Cherchons enfin la quantité

,da B
ds_’_‘3 + ds

Pour cela, remarquons que I'on a

'2 2 ! ; ’ r .
m,da. deb Y,é__c:ancos,-+—$3c05'q—*—*{c)sc’
ds? ds? ds? P

£, n, { étant les angles de la normale principale a la
courbe C avec les axes fixes, p le rayon de courbure de
cette courbe; d’aprés le théoréme de Meunier, le second

R .
membre est égal a o R, étapt le rayon de courbure de
. \

la section normale & la surface réglée pas<ant par AT,
ce rayon de courbure élant positif ou négatif, selon que
le centre de courbure est sur Oy’ ou dans la direction
opposée. Posons

1 sin?g
R, ” R
On aura
,dra d*b dc  sin?i
i R (i T

On en tire

, da. , dB ,dy _sini cosi
L R B S S

On aura alors les relations

a +p —p—«{ ZZ:O’

d {3 dy sin¢ cosz
‘SN TR =
, da ,,dB

d—+? —l—(d-— o.



On en tire

‘.{f _ o fsini _ cosi
ds — R = )
dg . (sini  cost
(4 Z=f (R %)
( dy __,[/sini  cosi)
ds R m )’
On trouvera de méme
do’ <%_ili_00=i>__’,,sini
ds ~ R ™ YT
dp’ sinf  cost ,sint
) =R ) e
dy sini  cosi ,Sini
as - N\R TR )TV =

Ces formules établies, supposons que les notations
précédentes se rapportent a la surface fixe et désignons
celles relatives & la surface mobile par les mémes lettres
affectées de I'indice 1. Remarquons que I’on peut choisir

a direction A, z’ et le sens dans lequel on compte ’arc s,
la direction Az} et ] dans lequel telarcs
¢ la courbe e facon que dans le mouvement les
de | be C, de facon que d | t1
Tarl o ooimed . U .
axes A x'y’ 2z’ coincident avec A,y z, et que =, soit
ézal 4 = en grandeur et en signe. On aura alors les for-
mules suivantes pour passer des axes fixes aux axes liés
a la surface mobile

r=z\=a(x—a)+B(y—b)+y(s—c)

= (w1— ar) + 31 (y1— b)) + y1(z31— 1),
Y=yi=d@—a)+p(y—>b)+v(s—c)

=aj (21— ay) + B (y1— by) + Y1 (B1—c1),
F=s=d(2—a)+Bf(y—0)+Y(z—c)

=af(zy— ay) + B{(y1— b)) + v (51— ¢y).

Si I'on pose
ds_ s _
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on trouve, en dérivant par rapport au temps les équa-
tions précédentes et désignant par V,, V-, V; les projec-
tions de la vitesse d’un point de la surface mobile sur
les axes Ax/, Ay', Az, les formules suivantes

- sini  cosi
fo—-vsmz—i—vy'<~R-—l — ——)

.. , [ sint cos iy
== SINL =0 Y | o ’

™
vsini sini  costl
Vy— = —3'"— oz <—~ — ——)
T ™

R
vysintgy , [ sing, cOoS I
= —— 3 — oz —_ )
T R, T
. wvsini . sinZy
V.—vcosi+ ——y =— vy c08i + ¢y ¥
™

Pour que 'on ait un mouvement de torsion autour de
Paxe des 2/, il faut et il suffit que I'on ait

vsini = ¢, sinz,.

Considérons maintenant le cas ou les deux surfaces
sont développables, mais on aucune [d’elles n’est ni un
cylindre, ni un cone. Soit Cl'aréte de rebroussement de
la surface fixe. Prenons la tangente en un point A dans
le sens des arcs croissants pour axe des 2/, la normale
principale pour axe des 2’ et la perpendiculaire au plan
osculateur dans un sens tel que le triedre A x'y’' 2’ ait
méme sens que celui des axes fixes pour axe des ).

Soient

r=a—+ax +—ay + a3,
v=0+ B2+ By + s,
s=c+y2'+Yy ++3,

les formules de transformation de coordonnées. On aura,
cn désignant par g le rayon de courbure, par < le rayon
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de tarsion affecté de signe, les formules suivantes

., da B”‘gl—) o de
4———‘7;, _ds’ {-—-(—l—s-)
dd’ ag" _ B a" Y
T &= I =
da' _ a’ _ B a
ds < ds < ds T
dr o o 43 B ¥ d__r_Y
ds =t p’ ds ~ = o’ ds ::—E

Désignons maintenant les notations relatives a la sur-
face mobile par les mémes lettres affectées de U'indice 1. 1
faut placer la surface mobile sur la surface fixe de fagon
a faire coincider les axes des z’ et des z| ct les plans
Ax'z et A, X, 3. Nous pouvons supposer que I'on fasse
coincider la divection positive de Az’ avec la direction
positive de A, z,.

On aura alors les formules suivantes pour passer des
axes fixes aux axes liés a la surface mobile

'=a(r —a)+B(y—b0)+vy(z—ec)

= [y (ri—a)+B1(y1—by) +vi(s51—ey)l,
y=d(x—a)+3(y—=8)+y(s—c)

== [d (21— a) + B (11— b)) +Yi(a—er)],

d=d(z—a)+f(y—0)+7Y'(zs—c¢c)
=l+[a] (21— a;)+ B1(yi—b1) + Y] (s1— )],
[ désignant la distance AA,, les signes + devant étre
pris si les normales principales sont du méme coté de
la génératrice, les signes — devant étre pris dans le cas

contraire.
On en tire, en posant
ds o dsy o
dt 7’ dr — 'Y

et dérivant par l‘aPPOI‘[ au temps les expressions des
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projections Vg, V,. V.. de la vitesse d'un point sur les
axes Ax', Ay’, Az'. Ce sont

[ v, ¢, v
Vo= -y'4+~-3— —y'5= —(3'— 1),
x T}’ 0 Tl}’+p‘( )

14 (%
Vy=—-2'+ 2,
T LA
vr' dl v
Vo= =2 S8 gy Ly
dt '

Pour que ’on ait un mouvement de torsion autour de
q
I'axe des 2/, il faut et il suffit que I'on ait

!l =o, :iv—'
P1

S

Considérons enfin le cas ou 'une des deux surfaces
développables est un cone. Nous venons de donner les
formules relatives 4 la surface développable; nous
avons donné dans le paragraphe I les formules rela-
tives au cone. 1l nous suffira de les réunir.

Les notations relatives au cone seront affectées de
Pindice 1. Quand le¢ cone est placé sur la surface déve-
loppable, on peut toujours supposer que les parties po-
sitives des axes A 2’ et O, 2, coincident, et que Ax' est
paralléle a O, x| et de méme sens.

On a alors pour passer des axes lids a la surface dé-
veloppable a ceux liés au conc les formules

z'= a(@—a)+ B(y—0)+ y(s—c)=a 2+ 1 ¥ +71 31,
Y =d@—a)+ (¥ —b)+y'(s—c)=x a1+ By +7i %,
3 =d(@—a)+ B (y—0)+y (s —0) =l +xjz -+ By +7ia,

1 désignant la distance AO,.

Si maintenant uous supposons la surface dévelop-
pable fixe, il nous faut regarder x,, y,, z, comme des
constantes cn dérivant par rapport au temps et x, y, 2
comme variables. Si, au contraire, nous supposons le
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cone fixe, il nous faut regarder x, y, z comme des con-
stantes et T, ¥, z, comme variables. Les formules ob-
tenues ne différeront qu’en ce que les projections V.,
V., Vosur Ax', Ay', Az' d’un point de la figure mobile
seront dans le second cas dans les seconds membres des
formules suivantes

Vpr— 2 YPi =eycotp ¥y — vy (3 — 1),

v
VY, =+ - =—cot ¢,0, 2,
vz  dl ,
Vo—v 4+ — = = + 9o,
0 dt
\) b
ou l'on a
ds dsy

L=y =1 =y,
dt ’ dt !
Pouar que 'on ait un mouvement de torsion autour de
q
axe des 2/, il faut et il suffit que l'on ait

l=o, = 0.

(4
E

Les formules relatives au mouvement d’un cylindre
touchant a chaque instant un cylindre fixe le long d’une
génératrice se déduisent trop simplement du paragraphel
pour qu’il y ait lieu d'insister.



