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SUR LE PROBLEVE D'ANALYSE DONNE A L'AGREGATION
EN 1899;
Par M. V. JAMET (1).

1. Ce probléme consistait dans I’étude des intégrales
communes aux deux équations :

(p—x)(s5—c)—(wx—a)(pr+qy—>3)=o0,
(= —c)=(y = b)(px--qy —23)=0,
ou l'on désigne, comme d’habitude, par z une fonction
des deux variables x, y par p, ¢ ses dérivées particlles,
ct ou Pon fait, successivement, les deux hypothéses sui-
vantes @ 1° a, b, ¢ désignent Lrois constantes données;
2° a, b, ¢ sont trois fonctions d’un méme paramétre A,
de telle sotte que si A varie d'une maniére continue,
le point, qui a pour’ coordonnées a, b, ¢, décrit une
courbe C.
Ces équations sont évidemment la traduction du pro-
bléme suivant :

Trouver une surface telle que si, cn un quelconque,

') Voir le numéro d’aout 1Rgq, p. 370.
99, p- 77
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A, de ses points, on lui méne un plan tangent M, et
) F P 8 ’
qu’on joigne le point A au péle B du plan M par rap-

port au paraboloide, dont 'équation est

224+ yr— 23 = o,

la droite AB passe sans cesse par le point abe ; de sorte
que, dans la premiére hypothese, elle tourne aurour
d’un point fixe et que, dans la deuxiéme, elle ren-
contre sans cesse une courbe donnée.

En effet, sile point A a pour coordonnées x, y, z et si
P, g désignent les dérivées partielles, par rapport a x ct
y, de la fonction z délinte par I'équation de la surface
cherchée, les coordonnées du point B scront

P4 Py =3

et la droite qui joindra le point (a, b, ¢) au point A sera

représentée par les équations

X—uw Y—y 17— s

:

z—a d/fb:s—c

X, Y, Z étant les coordonnées courantes.
Pour que le point B soit sur cette droite, il faudra
qu’on ait constamment

pP—r _gq—Y pPxr+qgy —23
r—a  y—0b0" s—c¢

’

ct ces équations sont équivalentes aux équations (1).

Je me propose de généraliser le probléme en rempla-
cant le paraboloide qui figure dans I’énoncé précédent
par une quadrique quelconque.

2. Soit f(x, y,z,t)=o0 I'équation de cette quadrique
en coordonnées homogénes : nous remplacerons aussi
les coordonnées cartésiennes du point a, b, ¢, par des
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coordonnées homogénes a, b, c, d, de sorte que, si les
coordonnées cartésiennes du point A sout x, y, z, le
plan tangent en ce point a la smiface cherchée sera re-
présenté par I’équation
r(X—=z)+q(Y—y)—(L—5)=o0,
ou p, g ontlasignification habitnelle, X, Y, Z désignant
les coordonndes courantes; mais les coordonnées honio-
genes du point B devant étre égales, par exemple, a
pa+vax, pub+vy, pe--vz, pd+v,
cette méme équation doit étre identique a la suivante :

I Lwefa(a, byc,d)+vfi(z, y, 3 0)]X
+[fo(a, b,¢,d)+vfr(x, ¥, 2, 0]Y
—[wfila, bye.d)+vfi(x,y, 3, )2

+ wfala,boe,d)-+vfi(x, ¥, 23,1) ;=0.

ou l'on a fait t = 1. Nous désignerons désormais les dé-
rivées de f(x, ¥, z,t) qui figurent dans cette équation
par [y fys fos S5 los dévivées de f(a, b, ¢, d) par f,,
o 1 ’
JorJes Jar
En identifiant ces deux derniéres équations, nous

trouverons

Z q —1 gy —3)

oo fe  nSo SN p Sl Sl pfi—=

I'élimination de et de v entre ces trois derniéres équa-

tions donne les deux équations de condition suivantes :

So e r
WAL =0,
(2) ) Jao Ji —(pr+qy-—3)
fi Sy q
Je f: —1 = 0.
Vo fa St —(pr- gy —3F)
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et nous aurons & chercher les intégrales communes &

ces deux équations, dans les deux hypothéses énoncées
au début, concernant le point (a, b, ¢, d).

3. Examinens d’abord le cas ou a, b, ¢, d sont des
constantes ; désignons par H la quadrique donnée, par
S le point dont les coordonnées homogénes sont a, b,
¢, d, par P son plan polaire par rapport a H, et consi-
dérons une quadrique ¥ tangente a H en tous les points
communs & H et 2 P. Enun point A pris sur X, menons
le plan tangent a cette surface, et soit M ce plan. Les
deux plans M et P se coupent suivant une droite D ayant
méme polaire réciproque par rapport aux deux (ua-
driques H et 2. Eu eflet, la polaire réciproque de D, soit
par rapport & H, soit par rapport 4 I, doil passer par le
point S et par le pole C de la droite D, par rapport a la
conique de contact des deux surfaces H et . D’ailleurs
cette polaire réciproque passe évidemment par le point A
et aussi par le pole du plan M, par rapport a la qua-
drique H, car le plan M contient la droite D.

4. Donc toute surface ¥ est une des surfaces que nous
cherchons. L’équation générale de ces surfaces est

(3) (@fat+yfo+sfe+tfa)+kf(x,y,5,t)=0,

k désignant un paramétre, arbitraive. Mais les équa-
tions (2) ont é1é établies en supposant ¢ =1; faisons
doncici t=1 et proposons-nous de démontrer que toute
intégrale commune aux équations (2) est définic par une
équation de la forme (3). A cet effet, écrivons les équa-
tions (2) sous la forme .

Sopft _ hHafi  (pr+qy—3z)fi—fi

6 fivpfe  fitaf. (prvqy—a)fo—Fai

qu’on trouve aisément en transformant les délerminants
1
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qui figurent dans les équations (2). Observons ensuite
que chacun des rapports écrits dans ces derniéres pro-
portions doit étre égal au rapport suivant :

—afr—yfr—sfi— /.

—xfo—yfo—sfe—fa

2 f(Z, y.5.1) ,
zfo+yfo+ sfe+ fa

on bien

en vertu d'une propriété des proportions bien connue.
Donc les équations (4) et, par conséquent, les équa-
tions (2) sont équivalentes a celles-ci :

ffr‘*‘Pfé:f_;—’—Qf:' _ 2 f(x, y,5,1)
Ja+pfe  Sfo+qfe xfo+ySo+sfe+fa
qui sont, elles mémes, équivalentes a

e +rf,
@ farey fi sfie fi) P
?"/./(‘Tyjazy 1)
- V‘/\‘L‘y .}/;;’ 1)(/.1’1+Pfc,) =0,
(@ a3 fome i fi) —2 0
o 2‘/.}‘(‘1'1.)/7"" l)
- ‘/./('73.}'75’ ) (fo+qfe)=o.

(%)

Soit (wtvy’f—) la dérivée de la fonction ¢ par rapport

a x, calculée en regardant z comme une fonction des

. .. 09 (e
deux variables x et y; soil 5}‘/ sa dérivée analogue par

rapporta y. En divisant le premier membre de chacune
des équations précédentes par — f(x, 3,2, 1) et en

attribuaut aux signes le sens quc nous venons dL‘

dz’ oy
préciser, on trouve
9 <évf;+ff/’,+ zfé+f£z> —.
()x ;f(l‘,.}/,z,l)
o (irbirslintiy
% \//.(Ir}’vi"’” )
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et ces deux conditions ne sout remplies que si le rapport

afary Sy fir S
Vf(z, y,3,1)

est constant. Désignant ce rapport constant par /— &,
nous trouvons que toute fonclion z, assujettic a vérifier
les équations (2), est définie par une équation identique
a I'équation (3), ou 'on a fait t =1.

5. Passons maintenant a la deuxiéme hypothése. Sup-
posant que a, b, ¢, d sont des fonctions données d'un
paramétre A, on éliminera ce paramétre entre les équa-
tions (2); on obtiendra de la sorte une éguation aux
dérivées particlles

I“(‘T".}/?;'prq):O’

dont I'intégrale générale doit dépendre d’une fonction
arbitraire. On aura donc trouvé cctte intégrale géné-
rale si Von sait former une fonction z de @& et de y véri-
fiant les équations (2), ou bien les équations équiva-
lentes

Se+pfi _Sitqf: 2f(@. y,3,1)

5 = S = S e 7 9
( ) ./a'*‘P./c‘ fl)+qu' x./(z+]’jb+;jc+jrl

pourvu que la formation de cette fonction 3 comporte
Pemploi d’une fonction arbitraire. Or, si 'on désigne
par k unc fonction arbitraire de ), par ¥ sa dérivée,
pard, b, ¢/, d' les dérivées de a, b, ¢, d par rapportal,
les deux équations ci-dessus seront vérifiées quand on
regardera z et A comme deux fonctions de x et de y,
définics par les deux équations suivantes

{ (zfti+]/fl;+;ft,‘+j‘c})2:k2f<x7}/y 3, 1),
(6) § (@ fat+y fio+sferfo) (@ firy fo+ 3 fi+fa)
= kK f(z, y, 5,0).



(1559 )

En cllet, en différentiant la premiére de ces équa-
tions, successivement, par rapport 4 x ¢t par rapport
ay, et, en tenant compte de la deuxiéme, on trouve

2 fa-+y fi+2fi+ fa) (farpfi) =k fi+pSfi),

2 fury fo 3 e+ f0) S+ qSe) = RSy + L),

ct, par consé(luvnt,

Jompfo _ SN HaSi 2@ fiEy S s i fi)

Ja+pofe  fi+alfe k*
Mais, en vertu de la premicre équation (¢), ce dernier
rapport est égal i

afleysn
‘T.fu_"}/j.l;_";f(,"_ (;

de sorte que la foncetion z définie par les équations (6)
véiitie les équations ().

6. La deuxiéme des équations (6) a éLé obtenue en
égalant entre clles les dérivées des deux membres de la
premicre par rapport a L. La surface intégrale définie
par ces deux équations est donc la surface enveloppe
des quadriques définies parla premiére des équations (6),
ou 'on regarde A comme un parameétre arbitraire. Cha-
cune de ces quadriques touche la surface enveloppe sni-
vant une courbe détinic par les équations (6), et si l'on
et traité I'équation

F(z, Y>3, 0,9)=0

par la méthode des caractéristiques, ce sont évidemment
de telles courbes que I'on eiit trouvées comme caracté-
ristiques. Je dis qu'une telle courbe est une conique. En
effet, le systéme des équations (6) est équivalent au sys-
téme formé par la premiére d’entre elles, jointe 4 la sui-
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vanle :

) K foty fot s fot fd)
7 — k(@ fyry [+ fot fu) =0,

qu’on obticnt en divisant membre 4 membre les équa-
tions (6), et en chassant les dénominateurs.

Si A est constante, cette derniére équation représente
un plan. Donc, sur chacune des surfaces intégrales
trouvées, les caractéristiques sont des coniques. Chacune
d’elles répond 4 une valeur de %, ou a une position du
point (a, b, ¢, d) sur la courbe C qu’il décrit; soit S la
position qui répond a une valeur donnée de A, P le plan
polaire du point S par rapport a la quadrique donnée.
Quand le point S décrit la courbe C, le plan P enve-
loppe une certaine développable, et, a chaque position
du point S sur G, répond une génératricc G de cette
développable. D’aprés 'équation que nous venons de
trouver, le plan de la caractéristique passe sans cesse
par cetle génératrice.

Soient D, E les deux points ou la droite G coupe la
quadrique donnée, et par suile aussi la conique, inter-
section de cette quadrique avec le plan P. En un tel
point, la quadrique représentée, par la premiére des
équations (6), a le méme plan tangent que la quadrique
donuée, et chacun de ces deux plans tangents contiendra
la tangente a la caractéristique, au point de contact cor-
respondant. Si donc une quadrique T' contient la carac-
téristique définie par les équations (6) et si, en chacun
des deux points D, E, son plan tangent contient une
droile langente, au méme point, a la quadrique donnée,
mais non tangente a la caractéristique, la quadrique
donnée et la quadrique T auront, aux deux points D, E,
les mémes plans tangents et, par conséquent, se cou-
peront suivant deux courbes planes. A la fin de ce
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Travail, nous aurons l'occasion d’appliquer cette re-
marque.

7. Pour le moment, supposons qu’on nous donne les
fonctions a, b, ¢, d, ou, ce qui est la méme chose, la
courbe C, et proposons-nous de déterminer la fonction k
de telle sorte que le plan de la caractéristique de la
surface intégrale trouvée passe par un point fixe. Soient
@, B, v, 6 les coordonnées homogénes de ce point; il
suffit évidemment, en vertu de I'équation (7), que I'on
ait

K(afo+Bfo+1fi+0f1)
— k(2 S+ Bfo+y St 3 fa) =0,

ou bien, d’aprés une propriété des formes quadratiques,

K(afi+bfi+cfi+dfi)
—k(d fh b [y c fy+d fi)=o,

ou bicn encore

7d( IA N=o,
dh\afa+0bfs+cfi+df;

N

ou enfin, en désignant par m une constante,
k=m(afy+bf5+ Cf}ﬁ—f—dfé).

On obscrvera que, pour une méme valeur de A, c’est-
a-dire pour une méme position du point S sur la courbe
C, le plan de la caractéristique est toujours le méme
quel que soitm. Donc, sur toutes les surfaces intégrales
dont les caractéristiques sont dans des plans passant
par un point donné, les caractéristiques répondant &
une méme position du point S sont dans un méme plan.
En se reportant a la premiére des équations (6), on voit
que toutes ces caractéristiques sont les intersections de
ce plan avec les quadriques circonscrites a la quadrique
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donnée, suivant la courbe d’intersection de celle-ci avee
le plan polaire du point S. Toutes ces coniques carac-
téristiques ont deux points communs, savoir les deux
points que nous avons appelés D, E (n° 6); en ces deux
points, elles ont les mémes tangentes, savoir les inter-
sections de leur plan avec les plans tangents en D, E a
la quadrique donnée.

8. Revenons au cas général. Menons, en tous les
points d'une méme caractéristique, des plans tangents a
la surface intégrale qui la contient; ils sont aussi tan-
gents 4 une surface du second degié, dont I'équation
sera, par cxemple, la premiére des équations (6); et
comme la caractéristique est une section plane de cette
quadrique, tous ces plans tangents envelopperont un
cone circonscrit a la quadrique tout le long de cette
caractéristique. Le sommet de ce cone sera, par 1apport
a la quadrique, le pole du plan représenté par 1’équa-
tion (7). Soient &, 4, £, 68 les coordonnées homogénes
de ce point. Si P'on forme I’égquation du plan polaire
de ce point et qu'on l'identifie avee 'équation (7), on
trouve, pour déterminer &, n, Z, 8, les équations sui-
vantes :

2fiG fu+nfi- L0 ) =)
A ./1;—_ /*./4:
2 E S S L0 f — R
ki~ hfu
Y R Y e Y R e
_ Kpi—kye
2 i o L 0D — R
/‘I./d"" /‘./lll

Ces équations vont nous permetire de rechercher a
quelle condition toute caractéristique d’une des surfaces
intégrales se compose de deux droites.
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Pour qu’il en soit ainsi, il est nécessaire et suffisant
que le point §, 0, ¢, 6, pole du plan de la caractéristique,
se trouve dans ce plan. Cette derniére condition est, en
cliet, nécessaire et suffisante pour que le plan de la ca-
ractéristique soit sans cesse tangent a la surface (6) et,
par conségnent, pour que la caractéristique se décom-
pose en deux droites.

Or on reconnait aisément que chacun des rapports
entrant dans les proportions ci-dessus doit &tre égal A

{2(afi+0fi+cfivdfi)Efatn i+ Si+0fa

| —k2(afi+bfi+cfr+dfy)
Kafi+bf,+ Cf'p—df(j)——/\(a e b_f,',r——Cf‘"r—-l—tlf,',,)’
¢’est-a-dire a

[47(a, boe.d) — K] & funfi 4 L fir 0 [)
sk f(a,b.c.d)—k(afo+0bfy+ofi—dfp)

(A)

D’autre part, ces rapports sont égaux au suivant :
‘Q(afa_b f/,—C f(“'dl fd)( f(4+nf/)+yf(4_eﬁl))
| —k(a fi= b f+c fo+d fy)
Ka' fo+ 0 fo—c fi+d fa)—2k f(a',b,c,d)
Mais, si le point (§,7,%,8) est dans le plan de la
caractéristique, c’est-a-dire si 'on a
K farnfi=Cfe=0fa)=k(Efu+ 0Ly Lo+ 010).
Ce dernier rapport sera égal 4

A fo+ b fr+c fotr d fa) — kK& fat, f,,-t—"f,_,_()d).
/(a, lt+b./()'1—cjc+d‘/‘d)_')'/‘f(avblvc d’)

(!

En comparant entre cux les dcux rapports (A) et (B),
on trouve la condition
if(ar b, e.d)— k2
2k' fla,b,c,d)—k(a fat+ b fi+ c fo+d fq)
wa' fo+b fr+c fet+d Sa) —kk'
(' farb fo+c fo-d fi)—a2kf(a. b, d)’




( 564 )
équivalente a celle-ci
(flabod) g
TP —a(a fiT b fis & for d J3)
oa f,+ b f,,—l—cf—f—d'fd)—k/\'
k2— 4 f(a',b,c,d)

ou encore a

L 2@ Sy U fi € fomm dU fi) — kKPR o
if(a,b,c,d)— k2 = 4f(a',b',c,d").

Regardons cette derniére équation comme une équa-
tion différentielle ou la fonction inconnue est k et ou les
fonctions a, b, ¢, d sont données. Nous pourrons I'in-
tégrer en posant

(8) Vi fla,b,e,d) —A"*:fzcost‘s‘/f(a,b,c,d)

¢l, par conséquent,

(9) k=2‘/./(aa b,c,d) 5i"‘1°>
En effet, si I'on fait

Vif(a,b,c,d)—k = h,
le premier membre de I'équation a intégrer sera égal a
dk\2 = [dh\?
(@) (@)
et se réduira, en vertu des formules (8) et (g), a

do\? 2
a2 4 [WEERD]"
On trouvera donc

fabed)(Z) +DWF@ e d = f@, v, d),

A
_ @, 5,0, d)— D f(a by, D
?*A\/ Sfa,b,c,d) dh
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ou bien

P —
Viftabc.dyfia’ b,

! 71/' ) — (u’f,g — /)I'!./’I ‘:(;’[l’, e d'/,}_)-’
A v b, d)

-3

dh,

2o étant arbitraive.

On en conclura

IR XX

'.)l 3 AN ! 4 1 ’ 7 ’ il " ’
S sin / \_'/i.f((“b-c‘dz,l_(_(z ~1' » C .d )_(a.fa’;b .fl)—l"(‘j("*L"d.fd), (I)\.
5, dfla,b,e.d)

9. Parini les diverses déterminations quon peut as-
signer a la fonction k, notons, en passant, celle qui ré-
sulte de P'équation

k=4 fla,b,c,d).

L’équation générale des quadriques enveloppées par
une des surfaces intégrales cherchées représente alors les
surfaces coniques circonscrites a la quadrique donnée,
ct dont les sommets sont les points de¢ la courbe don-
née C. La surface intégrale correspondante sera tangente
a la quadrique donnée, suivant une courbe F, inter-
section de la quadrique donnée avec la surface dévelop-
pable, dont les plans tangents sont les plans polaires
des points de la courbe C par rapport a la quadrique
donnée. Sur chaque génératrice G de cette développable
et sur la courbe F, se trouveront deux points D, E, ap-
partenant a 'unc des surfaces coniques qui nous oc-
cupent actuellement. Tout cela résulte des développe-
ments qui terminent le n® 6, et s'étend aisément aux
surfaces trouvées dans le cas général.

10. L’équation des surfaces coniques délinies ci-
dessus, savoir

(2fa+yfo+afi+far—if(a b e d)flz,y,51)=0,
Ann.de Mathémat.. 3csévie t. XVIIL (Décembre 189q.) 36
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va nous permettre de trouver Péquation du cone ayant
pour sommet un point (a, b, ¢, d) de la courbe C et pour
base la courbe définie par les équations (6), c’est-a-dire
une caractéristique d’une des surfaces intégrales trou-
vées, savoir celle qui répond a la position (a, b, ¢, d)
du point S.

Nous rechercherons ensuite s’il y a, sur ce cone, des
coniques qu'on puisse considérer, chacune, comme la
caractéristique d’une autre surface intégrale, ces diverses
surfaces répondant & d’autres déterminations de la fone-
tion k.

Observons d’abord que I'équation générale des sur-
faces coniques du sccond degré, tangentes au cone reprd-
senté par I'équation ci-dessus, suivant les génératrices
passant par les points que nous avons appelés D, E, scra,
en désignant par o un paramctre arbitraire,

(‘7‘,/‘(4"*".)/./‘/1’_‘“ :'f(’"i‘f(l/>2_' if(ay b~ c, d)f("’“,}‘? 3. l)
+ol(afo+bfi—cfe=dfO)lafo+y i+ 5/i+fa)

et —

En eflet, en égalant a zéro le facteur entre crochets
écrit sur la deuxiéme ligne de cette équation, on trou-
verait I'équation du plan passant par les deux droites
SD, SE. 1l restera maintenant a choisir o de telle sorte
que, sur cette surface, se trouve la courbe définie par
les dquations (6). Mais, pour abréger Véeriture, nous
poserons

fla,b,e,d)=A\;
nous obscrverons que U'expression
afo+0f,+c fo+dfg,
identique a

afp+bfi—cfl+dfy

est la dérivée de A par rapport a A, et nous la dési-

—oflabye.d)(xf, ~vf~+ 5. i) =o0.
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gnerons par A’. Nous poserons aussi
Tfa+yfi+afi+fi=(afs+bf) +cfi+dfi)ie=P,
Cf e+ Vo= 3fl+fp=(ad fi+bf+c'fl+df)i=1=P,
et nous observerons que P’ est la dérivée de P par rap-
POI‘t ?‘l )\.
Alors les équations d’une caractéristique seront

P*—/\“’f(l‘y.)’» Ty ‘) =0,
k'P— kP —o.

(11)

L’équation (10) deviendra
P2— A f(2,5,3,1) + w(A'P—2AP' 2= o,

ct, pour que la surface représentée par cetie derniére
équation renferme la courbe représentée par les deux
équations qui précédent, il faut qu’on ait

R— A +o(Ah—2Ak)2=0:

cette derniére condition résulte, en effet, de 1élimi-
nation de f et de P’ entre les trois équations ci-dessus.
Voici done I'équation du céne ayant pour sommet le
point (a, b, ¢, d) et pour base la courbe définie par les
équations (11) :
P {fa, 7,500 _ (AP — 2 AP )2
22— 4A T (N —o AL

11. Considérons une autre surface intégrale, par
exemple celle qu’on obtient en remplacant la fonction &
par une autre fonction % de la variable A. Au point S,
(a, b, ¢, d) considéré précédemment, répond, sur cette
surface, une certaine caractéristique, située sur un cone
ayant pour équalion

P2—§ f(z, ), 5.1) _ (A'P —2AP'p
hr— 4A T (ATh =2 Al
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et pour que ce cone coincide avec celui dont nous venons
d’établir I’équation, il est nécessaire et suffisant que I'on
ait
h2—4 A _ (A"h — 2Ah')2.
T 4A - (Ak—2Ak)

Ceci exige qu'il y ait, entre % et k, une relation en
termes finis que nous allons établir.

A cet effet, posons
h = 2‘/1-;]11,

k= ‘2\/K/-‘12
P’équation précédente deviendra

h}—1  h?
j—u1 k2 ’
b k)
d’ott 'on conclut
MoK

(12 B
) Vhit—1 VEE—1

puis, en intégrant et désignant par « une constante arbi-

= o,

traire,
log(hy+vVIT—1)xlog(ky+vyki—1) = loga.

Si Ton suppose le deuxiéme logarithme précédé du
signe -+, on lrouve

Iy —+ hi—1=

a
ke VET—1
hy+Vii = 1= a(ky —Vki—1),
équation équiv aicute a
VT = 2 (ke /ET),

d’ou 'on conclut

[ N O

ou bien
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%(a—l—é) =,
(13) ( = mb—/T—my (1 — k1)

a mky —y/(m2—1)(k} —1).

En supposant le deuxi¢me radical précédé du signe —,
nous eussions trouvé

et, en POS&HI

[I

hy= mk;+ /(1 — m?) (1 — k%),

et I'on aurait pu réunir ces deux derniéres formules en
une seule, savoir

hy =k, cos§3+sin{3\/x— 8
B désignant une constante arbitraire. C’est aussi ce qui
résulte de la forme suivante :

arc sin A, = arc sink, = §',

qu’on peut donner a l'intégrale générale de I’équation
(12), en supposant que {3’ désigne une constante arbi-
traire.

Mais nous avons tenu a exposer en détail le calcul
conduisant a ’équation (13), & cause des conséquences
que celle-ci entraine immédiatement.

12. La surface conique définie aun® 10 eLreprésentée
par I’équation

P2— f(z,y,35,1) (AP —2AP')
kr—gA T (Ak— A%y’

a, avec la quadrique donnée, deux points communs ou
les plans tangents aux deux surfaces sont les mémes. Ce
sont les points désignés antérieurement par D, E. Donc
ces deux surfaces se coupent suivant deux courbes
planes, et 'on voit immédiatement que les plans de ces
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deux courbes sont représentés par I’équation

P2 (A'P —2AP')
BP— g A~ (Ak—2AK )

Donc I'un deux a pour équation
(A'k —2Ak'— VEE—FAAN)P -+ 2AVEE— 4AP = o;

nous le désignons par U.
L’autre est représenté par I'équalion

(AMk— oAk +VEE— §AA)P —2AYIE— AP =o.

Nous le désignerons par V.

Considérons aussi les plans des caractéristiques de
deux surfaces intégrales répondant aux fonctions & et £
étudides au n° 11; 'un d’cux est représenté par I'équa-
tion

/{IP — /\P‘ = (),
I’autre par I’équation

VP —hP =o.

Ces quatre plans passent par une méme droite ayan

pour équations
P =o, P'=o;

c¢’est la droite DE, désignée aussi par G. Cherchons le
rapport anharmonique de ces quatre plans. A cet eflet,
supposons qu’on ail écrit ’équation du plan U sous la

forme
wP+vP' =o,

¢t calculons la différence
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Nous trouvons d’abord

B Ak—o A —ANVIZ—4A
_Br_ ,

v 2AVEE—4A

ct sil'on fait, comme précédemment,

k= ‘2\/Kl('1,
on trouve
w o —A A’
v —ﬂ?:;—*- ;)I,

puis, a cause de la relation (13),

R A’ myki—1—ymr—i k, Ky A’

=t — o
h fy 28k —V(mP =) (ki —1) yVki—1 2A’

puis encore

po A Ay (m—\/m‘-’—x)(/.',—!—‘//c'f—x)_
v h Vit —1 mhy— /(m*—1) (k3 —1)

De méme, si 'on écrivait I’équation du plan V sous

la forme
P+ vP'=o,

on trouverait, par un calcul analogue,

Hy L' ](" (m-;«‘/lng—l)(kl_\/A%—])
_ ’

7

Y k= Vi —1 niky—/(m>—1) (k2—1)

et, par conséquent,

7 '
v _ /n—-‘//nlA—l kl_(_‘//(%__l
[ Ve N
v’ h

On trouvera le rapport anharmonique cherché en
divisant le second membre de cette derniére égalité par
Pexpression de

kK
B k

v k
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en fonction de 2. Or celte expression ne peut différer de

TR
v
W
v R

que par le changement de me en + 1. Car, pour m =1,

on trouve
ht = /1[ .

Donc Uexpression que nous cherchons actuellement est

ctle rapport anharmonique des quatre plans considérés
est
m— \/m‘l— I

m—+ Jnﬁ’-—— 1

Ceci nous montre que, d’une des surfaces intégrales
trouvées, on peut en déduire une infinité dautres
comme il suit. Soit A un point situé sur une premiére
surface intégrale, B le pole de son plan tangent en A par
rapport a la quadrique donnée. La droite AB passe,
comme on sait, par un point S situé sur la courbe C;
c’est donc une génératrice du cone ayant pour sommet
S et pour base la caractéristique tracce par le point A
sur la surface considérée. Cette droite coupe la qua-
drique donnée en deux points M, N, situés respective-
ment sur les deux coniques communes a ce cone et a la
quadrique donnée. Soit m un nombre donné et P un
point situé sur la droite MN, de telle sorte que le rap-

port anharmonique
(MNAP)
soit dgal &

m — \/"[2; ;_

e+ ;/m'— —1
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Quand le point A décrira une caractéristique de la
surface intégrale considérée en premier lieu, le point P
décrira une caractéristique d’une deuxiéme surface inté-
grale; soient H la premiére surface, H' la seconde.
Quand la caractéristique sur laquelle se trouve le point
A décrira la surface H, la caractéristique lieu du point P
décrira la deuxiéme surface intégrale H'.

Il est, d’ailleurs, bien évident qu'au lieu de se donner
le nombre m, on peut se donner arbitrairement le rap-
port anharmonique constant

(MNAP)
égal, par exemple a vy, et déterminer n par la condition

m—ym:— r

e e - = art

===z =
m-+—\/nﬂ-—x

le nombre v, ainsi choisi, déterminera la surface inté-
grale H'.

13. D’aprés la maniére dont nous avons établi les
équations (2), ou (5), il est évident qu’a toute surface
H répondant a la question, répond une surface H”, po-
laire réciproque de H par rapport a la quadrique donnée.
Mais, ici, Jes deux points A, P se correspondent de telle
sorte que le rapport anharmonique

(MNAP) ou v
est égal & — 1; ceci exige quon ait
nt = o.
Alors I'équation (13) devient
hy= \/Tj/:?,
et celle-ci équivaut a

h24 A2 = A,



