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[F8hy]
SUR LE MOUVEMENT D'UN SOLIDE PESANT
AUTOUR D'UN POINT FIXE
(APPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES);

Par M. E. LACOUR,
Professeur-adjoint & 'Université de Nancy.

1. Définition des paramétres a, 83, v, 3. — Ayant ¢n
vue de développer un exercice sur les fonctions ellip-
tiques & propos du mouvement de la toupie, tel qu’il est
étudié dans le Livre de MM. Klein et Sommerfeld (7%eo-
rie des Kreisels, Leipzig, Teubner, 1897), expliquons
d’abord comment il est utile de substituer aux angles
d’Euler ¢, o et 0, quatre quantités complexes «, §,7, ¢
satisfaisant a la condition

ad — By =1.
Soient :
Oz, yy 7 le systéme d’axes fixes;
Oxyz le systéme mobile;
¢, ¢ el 0 les angles d’Euler qui définissent a chaque in-
stant la position du systéme mobile.

Supposons écrites les formules de transformation de
coordonnées permettant de passer du systeme fixe au
systéme mobile, les coeflicients étant exprimés en fonc-
tion des angles ¥, ¢ et 6. Ces formules se simplifient
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beaucoup si I'on fait le changement de variables défini
par les égalités

E: 1"*-1:}’, Elz .’Z‘;—i—l:}’i,
n':"_x"*'l:}/y nlz_xi"*"l:}'h
{=—3, Li=—2;

£ = a2t + B2y +2aB¢,
(1) 11 = Y2§ + 827 + 2¢8¢,
%= oyt + BOn + (a8 + BY)E,

eu posant
0 e+ 0 =g+
a= cos—e 2 B=isin-e %
2 2
0 1e—U) 0 ==Y
y=1isin-e 2% 0= cos—e 2 ,
2 2

Ce sont ces quantités «, B3, v, ¢, satisfaisant a la con-

dition '
ad — pY =I,

que nous nous proposons d’exprimer en fonction du temps
dans le probléme de la toupie et qui nous conduiront &
des fonctions doublement périodiques de seconde espéce.
Mais, avant de traiter le probléme de Mécanique, pour
justifier I'introduction de ces éléments o, 3, v, ¢, nous
allons indiquer, d’aprés M. Klein, comment la transfor-
mation définie par les formules (1) se raméne a une sub-
stitution de la forme

$>3

A+B

A=
! A+ 9

)

=2

@, B, 7, 8 étant précisément les quantités complexes que
nous venons de définir.

Pour cela, considérons les formules (1) comme défi-
nissant le déplacement du triédre Oxyz, dont l'origine
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reste fixe; un point xys invariablement 1ié & ce triédre
reste sur une sphére ayant pour centre l’origine et pour
rayon la distance R du point O au point xyz. L’équation
de cette sphére, en coordonndes &, 7, {, est

{2—&n = R2.

Nous définirons la position du point 4% sur la sphére
a l'aide de deux paramétres A et V', si nous posons

E_n__¢
AN L

et si nous déterminons 7 de facon que 'on ait

> )\—)\'\)2_}12
NS

Posons de méme

3 _ <] =
Ay Ay 1 A+ A} ’
2
t?(x’—‘)‘l‘y—— R2
2

Les formules de transformation (1) peuvent alors
s’écrire, en désignant par p un facteur de proportion-
nalité,

phhy = (ak + B) (al'+B),
p=(YA+3) (Y +10),
e+ Xp) = (ak + B) (YN +3) + (ab+ B) (YA + 8);

on en déduit

ah+B a)'+ B
MA = s =
YA+ 8 YA '+ 38
)\l+)\,=a)\+ﬁ+a)\+{3

YA +9 "{)\'—f—S’

et 'on en peut facilement conclure que, pour obtenir le
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déplacement défini par les formules (1), il suffit d’effec-

tuer, a la fois sur A et X, les substitutions

ah+ 8
M i

R U

définies de la facon la plus simple par nos quatre para-
metres a, 3, v, 0.

2. Mise en équations du probléme de Mécanique.
— La question de Mécanique a laquelle se raltache
I’exercice indiqué sur les fonctions elliptiques, est
I’étude du mouvement d’un solide pesant autour d’un
point fixe, dans le cas considéré par Lagrange et par
Poisson; on suppose que I'ellipsoide d’inertie relatifl au
point fixe O est de révolution autour d’un axe passant
par ce point et que le centre de gravité est sur |’axe.

Prenons pour origine le point de suspension O, pour
axes liés au corps I'axe de révolution Oz et deux axes
perpendiculaires, pour axes fixes la verticale ascen-
dante Oz, et deux axes perpendiculaires (*).

On démontre que les angles d’Euler ¢, ¢ et §, qui dé-
finissent la position des axes liés au corps par rapport
aux axes fixes, sont donnés en fonction du temps par les
formules suivantes. I)’abord, en posant

cosh = 3z,
on a

dsz
(%)= (e = ma)a—z) — v —nap=1(s),

ou m, n, i, v désignent des constantes dont la premiére
m est positive, de sorte que f(s) est un polynome du

(') Voir ArpELL et LacouRr, Principes de la théorie des fonctions
elliptiques, p. q6.
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troisiéme degré. On a ensuite

dy _v—nz
dt — 1— 22’
dy dy v—ns3
S =rg—3s—-=ry—az s
dt dt | — 32

ro désignant une autre constante.

Inyersion. — Pour introduire les fonctions ellip-
tiques, on fait le changement de variable défini par
Pégalité

s = Ms -+ N,
ou M ct N sont des constantes choisies de fagon que
I’équation transformée en s prenne la forme
<(ls>2_ /3
i =450 25— &3
et 'on construit la fonction pu aux invariants g, et g.

Comme f(z) et, par suite, 45— g} — g; ont leurs
racines réelles, on est dans le cas ou I'on peut prendre
comme périodes primitives une quantité réelle 20 et
une quantité purement imaginaire 2 w’.

On peut alors exprimer z en fonction uniforme du
temps ¢ par la formule

z2=Mpu—+N, u=t+uw,

\

le temps étant compté a partir d’une valeur pour la-
quelle z est égal a la plus petite racine de f(z).
Pour calculer les angles ¢ et ¢, nous nous limiterons
au cas (n=r,) ou ellipsoide d’inertie relatif au point
de suspension du solide pesant estune sphére (). Alors,
en introduisant deux arguments elliptiques a et b définis

(') Voir une Note de M. Darboux a la fin du Traite de Meca-
nigque de DESPEYRoOUS, t. II, p. 527.
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par les égalités
Mpa—+N=1, Mpb +N=—1,

v+ ry
M >

, .V — Ty

pa=1 M ’

pb=1i

on obtient successivement

iﬂ—- pb  pa
? du ~ pu—pb pu—pa’
ziﬁ— P +

du™ pu—pb pu—pa

Dans les expressions de a, 3, v, ¢ en fonction des
angles d’Euler, les angles ¢ et © n’interviennent que par
leur somme ou leur différence. Nous sommes donc con-
duits a ces deux combinaisons des équations précédentes :

(5 2= s

du du)” pu—pb’
.(do dy\ _ pla
‘(3"12 du) pu—pa

~

Calcul des paramétres «, 3,v, 0. — Nous avons ob-
tenu pour les paramétres o, 3.y, 6 des expressions qui
peuvent s’écrire, en se rappelant que s = cosf,

y—
=R SRR e D)
2 2
— )
YK Y =)

Prenonsles dérivées logarithmiques des deux membres

IR LIV d d

de chacune de ces égalités, remplacons z, d_z + —d—z’
d .
a% — g% par leurs valeurs, il vient

d oy _ L Pu+pb d _1pu—pa
RTL(LO"Q)_; pu—pb’ a—u(LO”B)_E pu—pa’
d 1 plu+pa d L pu—pb
(Iu(Lo"Y)— 2 pu—pa’ ;/—u(LOgO)_;; pu—pb’
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On voit qu'on passe de « 4 , v, 8 en changeant res-
pectivement b en —a, a, — b : il nous suffira de dé-
tailler pour « les calculs d’intégration.

La décomposition en éléments simples de la fonction
a intégrer est donnée ici par la formule d’addition pour
la fonction Cu : a I’aide de cette formule, on trouve

Loga :f[{(u—b)——t,u—&—:b]du,

Logz = Logo(u— b) — Logadu + u{b + Logh,,

I, désignant une constante, puis

A = hleu:b i’%b) .
On trouve de méme
B=hye-ula Z“_;‘:%ff.) ,
v o= hyente :d_',lg_g_(_?_),
3 = hye—ulh ‘<_u;u:”_>

hy, hy, h, désignant de nouvelles constantes.

Au lieu des fonctions @ et { de Weierstrass, il peut
étre commode, pour les calculs numériques par exemple,
d’introduire les fonctions H et Z de Jacobi reliées aux
précédentes par les formules

H(u) -5
= cu,
(o) e u
Zu=7Z%u— 3 u.
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’

On Lrouve alors

Hiu— )
—_ h —
a = Cle" H(u)
H(u -~ a)
6 — C;, wda " _ "/
p=tal n(w)
(H=1-=+w).
¥ = Gaeuz::_{l.(,lf:ﬂ)
(w)
N H(u-=-0)
6 = C5 —ulh 7
¢ Hiu)

Cy, C,, Gy, G, désignant de nouvelles constantes.

Ces constantes se déterminent en fonction des don-
nées initiales en faisant t = o dans les formules précé-
dentes.

Linfin rappelons que H(uw) représente la série

w— . Tt w— . Smu y— . dTu
Hu)=2Vqgsin — — 2y q? sin ~— + 2/ g2 sin — -~
‘/(] 20 \/l] 2w ‘/q 2w ?
iTw'
q:eh’, u=1=t—+w.
3. Calcul des constantes elliptiques. — Proposons-

nous maintenant d’exprimer directement en fonction
des données w, v, 7y et des racines de f(5) (qui peavent
étre caleulées dés que 'on connait les valeurs de ., v,
ry) d’une part, les deux périodes 2w, 20’ d'autre part,
les arguments elliptiques a et 4.

On sait que les trois racines du polynome f(z) consi-
déré en commencant sont toutes les trois réclles ct que,
si I'on désigne par z,, 2., 23 ces racines rangées par
ordre de grandeur déceroissante, les nombres

3y, I, G2, S3. —1

sont aussi rangés par ordre de grandeur. On a fait le
changement de variable

s=Ms+ N. s =pu,
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et la valeur trouvée pour M (M = %) est positive. Cela

posé, on voit de suite que I'on a

: dz

A== R A

28— &3 ez

, /‘ ds /"m ds
v = -z = .

W Viss—gis—gs i V()

Dans ces formules, les intégrales sont prises suivant
des chemins rectilignes; de plus, dans la premiére, le
radical qui est réel est pris avec le signe +; dans la se-
conde, le signe du radical, qui est purementimaginaire,

. . 1 .
est choisi de facon que = z) soit > o.
con que ~y/f(z) soit >

Nous allons de méme représenter a et b par des inté-
grales définies, mais, pour pouvoir préciser, nous de-

. 1 1
vons connaitre les signes de —L.p’a ety p'b. Pour ceue
discussion, nous nous limitons au cas ou I'on a

o < v < ryg,

de sorte que
l ’ ] ! ~.
L,pa(o. ;‘pb)o.
Cela posé, puisque pb est réel ct = p'd positif, b est
pose, pmisque p ;Pop )

purement imaginaire; on peut prendre & de fagon que

U B ’
©ob e

~
14 l 14
En remarquant que, quand z variede z3 8 — 1, w varie
de o' & b, ct s de e; a pb, on trouve sans peine que
I'on a

b ) /,p[: ds [—l
—w = —_— e =
Joy VES—g15— &, - s/f(z)

¢ <3
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Pintégrale élant prise le long d’un chemin rectiligne et
les signes des radicaux étant définis par les inégalités

Vi =g —g>0,  Vf(GE)>o.

On trouve, en raisonnant d'une facon analogue,

/‘ ds ' dz

o« —w—w'= — — =,

e, \/433—{,’23—6’3 Yz, \/./‘(5)

fes iutégrales élant encore prises suivant des chemins
rectilignes et les signes des radicaux déterminés par les

conditions
S — I
Vi — s —g1<0,  Vf(3) <o.

Remarque. — Les formules précédentes, qui se pré-
went facilement aux applications numériques et qui
montrent d'une facon simple comment les résultats se
relient anx données de la question, se trouvent, a un
changement de notation preés, dans le Livee déja cité
(Theorie des Kreisels, p. 420). MM. Klein et Sommer-
feldy parviennent par une autre voie: les intégrales ellip-
tiques qui donnent a, 3, v, 8 en fonction de z sont étu-
dides 4 l'aide de la surface de Riemann qui correspond a
\/7(_::)_ ct de la représentation conforme de cette surface
sur le plan de la variable ¢; on reconnait ainsi que o, 3,
~, ¢ sont des fonctions uniformes, doublement pério-
diques de seconde espéce de la variable ¢; on détermine
leurs périodes, leurs multiplicateurs, leurs zéros et lenrs
infinis, et on peut alors obtenir immédiatement leur
expression sous la forme d’un quotient de fonctions H
multiplié par unc exponenticlle a exposant linéaire.

La méthode suivie dans cetle Note consiste a intro-
duire de suite les fonctions elliptiques correspondant a
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I'intégrale
dz
V/iz)

et a décomposer en éléments simples les fonctions a in-

t =

tégrer, aprés avoir mis les constantes sous la forme con-
venable; I'intégration est alors immédiate.

Les deux méthodes conduisent aux mémes formules
définitives et aux mémes calculs numériques.



