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[(H8]
SUR LA THEORIE DES EQUATIONS LINEAIRES
AUX DERIVEES PARTIELLES
DU PREMIER ORDRE D'UNE SEULE FONCTION ;
Par M. N. SALTYKOW.

1. Le point capital de la théoric des équations en
question consiste a réduire leur intégration aux équa-
tions aux diflérentielles ordinaires ou tctales. On en
connait dcux méthodes fondées sur les idées d’illustres
géometres, Lagrange et Jacobi. Toutefois les recherches
qui vont suivre semblent avoir un intérét au point de vue
didactique.

Considérons I'équation difiérentielle

(1) Pr+Xypa+Xops ...+ Xppp =X,

ou X,, X,, ..., X sont des fonctions des variables in-
Ann. de Matheémat., 3¢ séric, t. XVIIL. (Décembrc 18gg.) 34
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dépendantes xy, x,, ..., x, ct de leur fonction in-

. s . . 93
connue 3, les p; désignant les dérivées partielles e
halt §

Supposons que la relation
(2) Sl ze, oo, 2p,3) =0C

définit une solution de I'équation (1), C étant une con-
slante arbitraire. Il vient
of  of

— = F = 0
or; 2z P ’

et, par suite, 1'égalité

of U N U
ox, + X Yo, Xe rh, X '() 4_ 9z

(3)

est identiquement vérifide.

Inversement, la relation (2) fournit une intégrale de
I’équation (1), si f, considérée comme fonction des va-
riables indépendantes x, xs, - . ., T4, z, vérifie I'équa-
tion (3). En effet, comme on a

P'identité (3) devient
af . !
5‘2(1’14— Xy pst...t Xpy pp—X) =o.

of

soe ) N
La dérivée 5= nes annulant pas, par hypothése, notre

assertion devient donc évidente.
Jacobi a démontré (') que I’équation (3) admet nin-

(1) Dilucidationes de equationum differentialium vulgarium
systematis earumque connexione cum cequationibus differentia-
libus paltialibus linearibus primi ordinis (Gesammelte Werke,
Bd. IV, S. 147, n° 5).
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tégrales distinctes, si elle en a une. Par conséquent.
I’équation (3) étant intégrable ('), il existe n équations
4 Sfilzy, 2ey ..., 2p,3) = Cy, i=1,2,...,n,

donnant 7 solutions distinctes de I'équation (1), ct il en
résulte des identités

+ ANy = 4. A= =0 L=1,2,..., 0.
’()1'2 d ’ e ’

C; étant des constantes arbitraires.

2. Cela posé, supposons I’équation (3) intégrable. Le
probléme que nous nous proposons de résoudre, c’est
de former un systéme d’équations différentielles ordi-
naires dont 'intégrale générale soit définie par le
systéme (4).

Il est & remarquer, en premier lieu, que le détermi-
nant fonctionnel

(6) D<LL>

Xy L3y v0 vyl

ne s'annule pas, les f; étant encore distinctes, consi-
dérées comme fonctions des x,, X3, ..., X,, z seulement.
Car s'il existait une relation

F(‘z'l!fhf?v "'7.f'l)=07
on en tirerait, en vertu des identités (5),

oF

—— =0,

0.’171

ct les fonctions f; ne seraient plus distinctes, contraire-
ment a notre hypothése. Il s’ensuit que les équations (4)

(1) Par le mot intégrable, nous comprenons que I'équation (3)
admet une intégrale.
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sont résolubles par rapport aux x, x3, ..., x,, 5. Nous
sommes donc en état d’imaginer un systéme

d.z'g d-z',q dz
(7) H;—Z“ E_Zﬂ’ SRR} dn ="

dont les intégrales sont représentées par les équa-
tions (4). Mais les dérivées totales de ces derniéres par
rapport a x, étant vérifiées, en vertu du systéme (7), on
a les identités

ofl l

()T1 EZ

Zx—i— ‘f’

Zz—')— %——'{"Z:O,

1=1,2,..., N,

donnant les valeurs Z,, Z,, . .., Z en fonctions des f;.
Toutefois il est aisé d’obtenir les mémes valeurs en fonc-
tions des X, X,, ... car il suffit de recourir aux iden-
tités (5) pour en avoir de nouvelles :

dif-i(z,—x!)+"f‘(z2 Xy) & ‘)f'(z X) = o,
L2
i=1,9,...,n.
Le déterminant (6) ne s’annulant pas, on a
Zi=Xy, Za=Xs  .... Z=X,
ct le systéme (7) devient

dz'z . dx,_, dz_
®) =X =X =X

Inversement, chaque intégrale du dernier systéme
f(zy, @3y ooy @p, 3)=C

fournit une solution de I'équation (1), car la fonction f
satisfait a la relation (3).

Par conséquent, ’équation (3) est intégrable en méme
temps que le systéme (8).
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Or, considérons le domaine ou X,, X,, ... sont des
fonctions holomorphes de toutes les variables x et z. Ii
est bien connu que, dans ce domaine, les équations (8)
admettent n intégrales distinctes de forme (4), les fonc-
tions f; y étant holomorphes.

Donce, pour le méme domaine, I’équation (1) admet
nr solutions distinctes qui s’obtiennent en intégrant le
systéme (8).

Enfin, I'intégrale générale de I’équation (1) est repré-
sentée par la formule

(9) 0(f1, faroeey fr) =0,

IT étant une fonction arbitraire. Cette derniére intégrale
jouit de la propriété bien connue de contenir toutes les
solutions de I'équation (1) pour le domaine ou ses coef-
ficients restent holomorphes. Si la fonction X est nulle,
Péquation (1) admet une intégrale évidente

Z = const.
La formule (g) peut étre mise alors sous la forme

zzn(fhf?: "'7f"—1>7

Jis Jis oo ey fuoy présentant n — 1 intégrales de 1’équa-
tion considérée distinctes de z. C’est ainsi que 'intégrale
générale de I'équation (3) est

f_"n(‘fh.f:lv -"~fn)~

Nous avons toujours supposé dans les recherches pré-
cédentes que les équations (4) contiennent explicitement
la variable z. Les considérations complémentaires sont
donc nécessaires dans le cas contraire. Ce fait se pré-
sente, par exemple, quand les fonctions X, X,, ... ne
contiennent plus z. Or Jacobi a démontré dans son Mé-
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moire cité plus haut (') que le probléme étudié revient
dans ce cas de méme’ a intégrer le systéme (8).

3. Passons a présent aux équations simultanées

n—m
S Pk—+ 2 Xi»Pm-!-r = Xy,

r=t

(10)

k=1,2,...,m,

les coefficients X étant des fonctions des variables x et
z. On n’en étudie ordinairement que les intégrales ad-
mettant les dérivées partielles de deux premiers ordres
continues. Nous le ferons de méme et nous supposerons
de plus que le systéme (10) est jacobien (*), en y com-
prenant que ses intégrales ne satisfont qu’aux équa-
tions (10). Il est donc nécessaire que les égalités

( XA(XP)—X2(X}) =

s Xk(Xp)—X2(X;)=o,

r=1,2,...,n—m

(11)

soient vérifiées pour toutes les valeurs distinctes des
indices /i, k de 1 & m, en représentant symboliquement
par X* 'opération

n—m

~ XN
0-1‘ k ')-Z‘ m+r

r=1

Cela posé, soit la valeur de z, tirée de I’équation
(12) J(Z1, ey ooy Xpy3) =G

une intégrale du systéme (10), C étant une constante ar-

(') Gesammelte Werke, Bd IV, p. 176, n° 6.

(?) On nomme ordinairement jacobiens les systémes homogénes
seulement.
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bitraire. On en conclut que les relations
(13) Xk(f)zo, Ic:x,z,...,m

sont identiquement vérifiées.
Inversement, 1'égalité (12) fournit une solution du
systéme (10), si la fonction f'satisfait aux équations (13).

, e, 0
En effet, comme la dérivée dl; ne s’annule pas, notre

assertion est une conséquence immédiate des identités

03
\ r=1

d n—m ) ) A\,
f([’l.'*' E X Pmr + Xk ) = 0,

k=1,2,...,m

4. On démontre aisément que les conditions (11) sont
non seulement nécessaires, mais aussi suffisantes pour
que les équations (10) soient intégrables, car le sys-
téme (13) posséde, étant de méme jacobien, n—m—+1
intégrales distinctes et holomorphes dans le domaine
ot les fonctions X le sont aussi. 1l existe, par consé-
quent, n — m —+ 1 équations distinctes

Silzy, 23y ..., 20, 8) =Cyy

I=1,2,..., R —m—+1,

(14)

Ji értant des fonctions holomorphes, satisfaisant iden-
tiquement aux relations

n—m
df; , Ifi ofi _
(15) ;oa—l—xxkdl‘m—v-rh’_x,c—()?_o’

k=1,2,...,m,

r=1

C; étant des constantes arbitraires. De plus, on a

D (fhfm "*’fn—m+1> >o.

TmA1y Ti+2y o o0y 8

(16)

Les équations (14) sont donc résolubles par rapport
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aux variables Xpyy, Tmya,« .., Zn, 3, et il est aisé d’en
tirer ces derniéres valeurs en fonctions des variables in-
dépendantes x,, x3, ..., xp, etde n — m - 1 constantes
arbitraires.

Nous sommes a présent en état d’aborder le probléme
fondamental de former un systéme d’équations aux
différentielles totales

m

d-z'm+r = 2 Z;( dxy.

k=1

m
dz = E Z,dzxy,
k=1

\r=1,2,..., n—m,

(7

dont les intégrales soient les équations (14). Pour ob-
tenir les valeurs des fonctions Z, nous avons a remarquer
que les différentielles totales des équations (14 ) donnent,
en vertu du systéme (17), les identités

m n-—nm

3 ofe L N _ofi z'/r+’;-—’f‘zk>dx/.=0,

dxy. OF jyterr
k=1 r=1 /

[=1,2.c.., n—m—+1,

car il est impossible d’éliminer les constantes C; entre
les équations (14). Or les variables x4, x2, ..., 2 étant
indépendantes, on a identiquement

.=
i o 5, 9
AR 7). 4 ==
oxy; - 0% oty k 9z
r=1

Z;r =o.
(=1,2 ..., 0 —m—+1,

Uindice A prenant toutes les valeurs de 1 a m. En y joi-
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gnant les identités (15), il vient .

n—m
i

0% -
1

. ofi
(2~ Xp)+ Li(2= Xp) = o,

I=1,2,...,R —m—+1.
L’inégalité (16) ayant lieu, nous avons
7, =X/, Z, = X;.

Le systéme (17) devient donc

m
d-z'm+r=2X7¢ dxy,

k=1

(]8) / m
da :Z Xy day,

k=1
. \r=1,2,...,n—m,

Inversement, on tire de chaque intégrale du dernier
systéme une solution du (10)*¢, les identités (15) étant
satisfaites, et les » — m + 1 intégrales distinctes des
équations (18) en définissent les solutions requises du
systéme (10).

Enfin la formule

[I(fhfza ---;fn—m+1)=0,

IT désignant une fonction arbitraire, représente une in-
tégrale générale du systéme (10). Cette derniére jouit de
la propriété remarquable de contenir toutes les solutions
des équations (10) pour le domaine ou leurs coefficients
sont holomorphes, comme je I’'ai démontré dans un cas
bien plus général dans mon Travail : Etude sur les in-
tégrales d’un systéme d’équations différentielles aux
dérivées partielles de plusieurs fonctionsinconnues (*).

(') Journal de M. JoRDAN, p. 423; 1897.
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Siles fonctions X, étaient nulles, les équations (10) étant
homogénes, I'une de leurs solutions est évidemment

Z = const.

C’est-a-dire I'intégrale générale correspondante peut
étre représentée par la formule

z = H(fhfg, . -,ﬁz——m)-

B. Les considérations citées ne sont permises que si
les fonctions f; dépendent de z, selon I'hypothése intro-
duite. Par suite, il est indispensable d’étudier le cas,
ou les équations (18) admettent des intégrales indépen-

dantes de z,
Silxy, oy ooy ) = Gy,
1=1,2,...,10 l<n—m+1.

Les derniéres équations sont toujours résolublés par
rapport & [ variables quelconques parmi Xm 1, Zmya, ...,
L, UE NOUS NOMMErONS Lpmyyy Lmyay + + +y Lmys. Enin-
troduisant fi, f2, ..., fi comme nouvelles variables in-
dépendantes au lieu de ces derniéres, les équations (10)
deviennent

n—m

Jd3 s 03
oz 2 (X%) = (Xz),

s=l+1

k=1,2,...,m,

les parenthéses désignant le résuliat de la transfor-
mation cffectuée, et forment un systéme jacobien. Les
équations aux différentielles totales correspondantes sont
présentées par les n —m — [+ 1 équations que I'on
obtient de n —m — !+ 1 derniéres du systéeme (18),
en y éliminant les variables Zppqy « .., Tmys. Soit leur
intégrale générale donnée par les équations

J1+j (@4, Zay oo, Ty Tigty « ooy Ty 3, f1y Sfor - -afl)=Cl+jy

=1,2, ..., n—m—1I41,
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Il est évident que 'intégrale générale du systéme exa-
miné aux dérivées partielles est une fonction arbitraire
de toutes les n — m +1 fonctions f, exprimées en x
et z. Par conséquent, le probléme d’intégration du sys-
téme (10) revient toujours 4 intégrer les équations (18).




