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[02b]
PROBLÈMES DIVERS SUR LA MÉTHODE INVERSE

DES TANGENTES;

Pviv M. ED. COLLÏGNOA.

LE PROBUME DE M. DE BEAUNE.

On lit dans Y A perçu historique de Chaslcs (4) :
« C'est de Y>eaune qui, le premier, conçut l'idée d'intro-
duire dans la théorie des courbes les propriétés de leurs
tangentes comme élément propre à leur construction, et
qui, par une question de cette nature proposée à Des-
(aites, donna naissance à la méthode inverse des tan-
gentes. 11 s'agissait de construire une courbe telle que
le rappoit de sa sous-tangente à l'ordonnée fut dans une
raison constante avec la partie de l'ordonnée comprise
entre la combe et la bissectrice de l'angle des axes ».

La mélliode inveise des tangentes revient à l'intégra-
tion d'une équation différentielle du premier ordre.
L'équation à intégrer pour résoudre le problème posé
par de Beaune est

dx __ y — x
t \ ) —j— — ya\ a

désignant une longueur donnée. Le pioblème reste le
même, au point de vue analytique, si Ton substitue à la
bissectiice de l'angle des axes une droite quelconque,
y=-bx-\-h. On reconnaît aisément, en effet, que la
pobitoin de l'origine O n'influe en rien sur la courbe
cherchée, et qu'ainsi Ton peut la placer à l'inteisection

( l ) Page qf) Bruxelles.



de la droite donnée avec l'axe des abscis^e^, et- qui
réduit à zéro l'ordonnée h. Étant donnée l'équation

dx y — bx
{'}) -r- = ~- ,dy a

on peut, par un changement de variable, la ramener à la
forme (i) . Posons, en effet,

bx — x',

G

~b
relation d'où l'on déduit dx = -.—; F équation difféien

tielle prend la forme

dr' y

ou bien
dx' y - T

dr i a \ (i

Par conséquent, la transformation équivaut à la sub-

stitution d'une nouvelle quantité constante a' — j à l<t

quantité donnée a, sauf à eJïacer le coefficient de l'ab-
scisse x.

On peut simplifier de nieme l'équation (\), en rem-
plaçant les quantités variables x et y par leurs rapports
x1 et y' à la quantité constante «, prise comme unité de
mesure. ïl vieill, en effet,

équation dont l'intégrale fera connaître, pai des trans-
formations convenables, l'intégrale de l'équation (i) et
celle de l'équation (2).

Cette équation (3) à laquelle on ramène les deu^
autres, est une équation linéaire et du premier ordre,
en y considérant y' comme la variable indépendante, et
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x' comme la fonction inconnue. Posons

dx'
dy' J

On voit tout de suite qu'on satisfera à l'équation en
posant xf = yf— i, ce qui donne une solution particu-
lière de l'équation avec son second membre. D'ailleurs,
l'équation réduite à son premier membre a pour inté-
grale générale

x' = Ce-y'.

Donc, enfin, l'intégrale générale de l'équation (3) est

x' = G e~y' -\-y' — i,

avec une constante arbitraire G.

On passera de là à l'intégrale générale de l'équa-

tion (i) en remplaçant x' par -, y' par — ; puis à celle
de l'équation (2) en remplaçant x par bx, et a par -r-
11 viendra

x = aCe " -+- y — ci

p o u r l ' é q u a t i o n ( i ) 7

pour l'équation (2).
Sous cette forme, ou reconnaît sur-le-champ que les

courbes cherchées ont pour asymptote la droite

parallèle à la droite donnée, et écartée d'elle à la dis-
ci l t -,

tance j mesurée sur 1 axe des y.
On peut arriver à une équation ditïérentielle plus

simple encore en changeant de coordonnées. Soit O' le



point où l'asymptote y = bx -+- ,- rencontre Taxe

OY ( ' ) ; par ce point menons une droite O'^ parallèle
à OX. Nous prendrons pour nouveaux axes les
droites Of%, asymptote à la courbe, et Ofr\, parallèle
à OX ; soit cp l'angle de ces deux axes, angle dont la tan-
gente trigonométrique sera égale à b, si nous supposons
les axes primitifs rectangulaires. Les formules de trans-
formation seront

= £ gin

d'où

y

l'on déduit
dx
—- — cotes -
dy

— bx = ; sincp -f

I
— . _|

cp b

sincp -y-

-+•

~b

b2

>) =
a

valeurs qui, substituées dans l'équation (3), la réduisent
à la forme

La séparation des variables s'opère immédiatement,
l'on obtient pour équation iînaleet

r, = Ce

La courbe est donc une exponentielle rapportée à des
axes obliques O'ç, O'YJ. Si par un point M de la courbe
on mène l'ordonnée MR = r\ jusqu'à la rencontre de
l'asymptote O^, puis la tangente MT jusqu'à la même
droite, la sous-tangen te RT mesurée sur l'asymptote a

une longueur constante et égale à T̂  '

( ' ) Le lecteur est prié de faire les figures.



au problème de JM. de Beaune, en faisant b — i, et la
valeur constante de la sous-tangente RT est alors égale
à a sj'2.

On reconnaît aisément, en faisant la figure, que la

droite MR, parallèle à OX, prolongée et l'ordonnée TP',

parallèle menée à OY par le point T où la tangente MT

coupe l'asymptote, se rencontrent en un point K appar-

tenant à la droite donnée y = bx. Le triangle RKT,

rectangle en K, est constant pour tous les points de la

courbe; ses côté*» sont

KT-J-, RK=£,

Lorsque le point M se déplace sur la courbe en entraî-

nant le côté RK, l'hypoténuse RT glisse le long de

l'asymptote, pendant que le sommet K de l'angle droit

glisse le long dv la droite donnée.

L'équation différentielle de la courbe

dr y — bx
dy a

mise sous la forme
yd\ a y
d f y — bx

fait voir que la sous-normale de la couibe, piise sur

une parallèle à OX menée par le point M' où l'or-

donnée MP rencontre la droite donnée, est constante

et égale à a.

Celte proposition subsiste encore lorsqu'on remplace

la droite donnée, y = bx, par une couibe quelconque,

y = f[x) ; car de l'équation

dx _ y —f(x)
dy a

on déduit toujours

y dy ay
dx j — f ( JU )



Le premier membre représente la sous-normale PN
prise sur l'axe OX. Le dénominateur du second membre
est la différence MM' des ordonnées des deux courbes,
et si par le point M' on mène une parallèle M'C à
l'axe OX jusqu'au point C où elle coupe la normale MN,
on auia la proportion

PN _ MP
WC ~ MM*

Donc
M T £ 1 * MM'

MP ~ dx ~ y

11 résulte de là que le lieu des points C, obtenus pour
tous les points M de la courbe, est la courbe y =f(x)
elle-même, déplacée de la quantité a parallèle ment à
l'axe OX.

Revenons à la courbe qui satisfait à la relation diffé-
rentielle

dx y — b.r
dy ~~ a

pour laquelle le lieu du point C sera la droite
y = b(x — a). Le triangle MKT est semblable au
triangle MM'C, les côtés de ces deux triangles étant res-
pectivement perpendiculaires. On a, par conséquent,

MG M'G a
AIT KT (au

Si donc on joint TC, l'angle CTM a pour tangente
trigonométrique la quantité b, c'est-à-dire qu'il est
constant et égal à l'angle de la droite donnée avec
l'axe OX. On a en définitive ce théorème :

Du point de rencontre T de la tangente avec
l'asymptote, la portion de normale MC vue sous
Vangle y dont la tangente est b, a pour extrémité C
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un point situé sur la droite D'D' parallèle à la droite
donnée OD.

En d'autres termes, le triangle MTC, rectangle en M,
mobile et déformable quand le point M suit la courbe,
reste constamment semblable au triangle M'PO, formé
par l'ordonnée, Taxe OX et la droite donnée OD.

Il n'est pas inutile de faire voir que l'équation diffé-
rentielle

dx y — bx
dy a

peut s'intégrer directement, sans passer par les réduc-

tions que nous lui avons fait subir. Faisons -~- = /?, et

résolvons par rapport à l'ordonnée y. Il vient

, a
y = bX -\

P
Diileren Lions et remplaçons dy par pdx. Nous aurons

pdx = b dx dp,

équation où les variables se séparent immédiatement.
Ou a, eu effet, en résolvant par rapport à dx^

a dp a. dp a dp a dp
X = ~pï(ir^~p) = fi ~p "^ b ~pï + b* b—p ;

puis l'intégration donne

et, par conséquent,

Si Ton élimine p entre ces deux équations, il vient
b

x=zt~"bl~~Ce U '
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en remplaçant par une nouvelle constante, C', le produit

^ e u ; cette équation est identique à celle que nous

avons obtenue plus haut.
Nous allons chercher le rayon de courbure de la

courbe, déduit de son équation différentielle. La marche
à suivre s'applique identiquement à la courbe plus géné-
rale qui serait représentée par l'équation

dx _ y—f(r)
K) dy~ a

lorsque la droite du problème primitif est remplacée par
une courbe quelconque.

De cette équation, mii>e sous la forme

y _ __
d^ ==P~

on déduit, en prenant la dérivée des deux membres par
rapport à x,

[y -ƒ(*)] '

et, par conséquent, on a pour le rayon de courbure p

P q a[a-f\x)[y-f(x)]\'
Soient AB la courbe cherchée, M le point pour lequel

on cherche le rayon de courbure5 soient FG la courbe
donnée y=f(x), et M' le point de cette courbe qui
correspond à l'abscisse x. Si l'on mène la normale MC
et, par le point M', la droite M'G parallèle à OX, on
sait qu'on a M!C — a.

La différence y—f{x) e s t représentée sur la figure
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par le segment MLU7 ; M'C = a et MM' sont les eôtés de
l'angle droit dans le triangle MM'C, dont l'hypoténuse
est la normale MG. On adone

M^'=(>--ƒ(*) ]»•+• a»,

de sorte que le numérateur de la valeur de p est repré-

senté par MC .
Du point M abaissons MC; perpendiculaire sur la tan-

gente M'T' menée à la courbe J K = / ' ( X ) , el soit C' le
point où elle rencontre la droite M'C. JNous aurons
M'C'= MM' tang(C'MM') = M M ' / ' ( J ) = ƒ'(*)!> — A*)]>

et la différence

<*—f'(r)\y-Av)] = MC-M'C'=CC';

d'où résulte la formule

P "" axCC'

On peut aisément trouver sur la figure une droite qui
soit égale en valeur absolue au rayon p. Soit T le point
où la tangente MT à la courbe AB coupe la droite CM'
parallèle à OX. On aura dans le triangle CMT, rec-
tangle en M, et dans lequel MM' est perpendiculaire à
l'hypoténuse CT,

MO* = M'G x CT — a x CT.
Donc

ce qui transforme l'expression du rayon de courbure en
celle-ci :

MG x GT
9 •" CG 7 "" '

Par le [»oint T menons une droite TIV , perpendieu
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laire à la tangente M'T, c'est-à-dire parallèle à MC', et
prolongeons-la jusqu'à la rencontre en S avec la nor-
male CM prolongée. Les parallèles MC', ST nous don-
neront la proportion

CS _ CT
CM ~ G0';

donc
MC x GT

GS = CC'

Le segment CS, déterminé sur la normale par la ren-
contre de TT', est en valeur absolue la longueur du
rayon de courbure. De cette construction résultent plu-
sieurs conséquences :

i° Si au point M la tangente MT est parallèle à la
tangente M'T7 menée au point M;à la courbe y = f(x)1

les droites TT7 et MC sont parallèles, et le ravon p
devient infini. La courbure est nulle en ce point M;

a° Au point où la courbe cherchée AB coupe la
courbe donnée y = f (.z), le segment MM' est nul, et
l'on a p = a. En ce point la tangente MT à la courbe
cherchée est parallèle à OY.

Lorsque la {'onction f(x) est linéaire, elle peut être
représentée par bx, et la formule générale prend une
forme plus simple. On a, en eifet,

Le numérateur'est toujours égal à MC . Quant au

dénominateur, y est la distance M'm comprise, sur For-

donnée du point M, entre la droite donnée y = bx et

l'asymptote y — bx •+• j'-; de sorte que la différence
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7 O — ^x) r c P r ( ^ n t e la différence

M'm — MM' = M m,

c'est-à-dire le segment compris entre la courbe et
l'asymptote. Il vient donc

r ab x Mm

relation que nous aurons l'occasion d'employer tout à
l'heure.

L'équation différentielle

dy &

ne peut être intégrée par les méthodes qui réussissent
lorsque la fonction f(x) est une fonction linéaire de
l'abscisse. Remarquons que, dans ce cas plus général, on
peut tourner la difficulté en considérant les trajectoires
orthogonales des courbes comprises dans l'équation (i) .
Pour avoir l'équation différentielle de ces courbes, il

suffit de changer -7- en — ->~ dans l'équation proposée,

ce qui donne

dr __ y—f(x)
dx a

La transformation revient donc à changer -y- en -.->
" dy dx

en changeant en même temps le signe de a. Or, l'équa-
tion (1) est une équation linéaire du premier ordre, dont
l'équation intégrale peut s'écrire immédiatement. On a,
en effet, pour l'intégrale générale,

(3) y ^= Ce a -+- -e « I e"f(x)dx.

11 est facile de reconnaître que ces courbes satisfont à
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la condition de donner une sous-tangente constante, et
égale à — « , la sous-tangente étant prise, non sur
Taxe OX, mais sur une parallèle à cet axe menée par le
point M7 où l'ordonnée de la courbe cherchée coupe la
courbe donnée y =f(x).

Les courbes (3) une fois tracées sur le plan, il suffira
de mener leurs trajectoires orthogonales pour obtenir les
courbes qui satisfont à l'équation ( i ) ; cette opération
se fait facilement : c'est celle que l'on exécute pour
tracer les lignes de plus grande pente d'une surface
topographique définie par ses ligues de niveau.

REIMARQUES SUR LES COLRBES REPRÉSENTÉES PAR L'ÉQUATION

dx y—f(x)
dy a

1. Posons f (x) —y', et écrivons l'équation sous la
forme

(y—y') dy = a dx.

Imaginons qu'on déplace la courbe donnée FG, repré-
sentée par l'équation y'=f(x), de la quantité a paral-
lèlement à l'axe OY; l'aire élémentaire comprise entre
les deux positions de la courbe et entre les ordonnées
correspondantes aux abscisses x et x-t-dx, aura pour
mesure adx; l'aire totale comprise entre les deux posi-
tions de FG et les ordonnées de deux points A et B pris
sur la courbe cherchée, sera exprimée par l'intégrale

/ a dx = a(Xi — x()),

•A
en appelant x0 et xK les abscisses des points A et B.

En chaque point M de la courbe cherchée prenons
sur une parallèle à OX une quantité égale à

M M' = y — y\
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différence des ordonnées des deux courbes; l'extrémité
du segment ainsi formé sera un point [/., qui décrira un
certain lieu ajjijî, quand le point M suivra la courbe
cherchée de A à B; et Taire élémentaire comprise entre
les deux courbes et les deux horizontales correspon-
dantes aux ordonnées y et y -+- dy, aura pour mesure
(y—y')dy. L'aire totale comprise entre les deux
courbes et les horizontales des points A et B sera
exprimée par l'intégrale

L'équation différentielle nous fait voir, par consé-
quent, que ces deux aires sont égales, et que la seconde
aire Aa[3Bcroît proportionnellement à l'abscisse.

Si Ton suppose yf= o, c'est-à-dire si l'on prend pour
courbe donnée FG l'axe OX lui-même, la courbe
cherchée AB devient la parabole

et la courbe a [3 qu'on en déduit en portant, en chaque
point M une longueur horizontale JMfx=j', est une
autre parabole

y* _ ia(x—y).

La propriété qu'on vient d'établir montre que Taire
Aaj3B comprise entre deux parallèles à Taxe de la
courbe est proportionnelle à la différence des abscisses,
x{ et xOj des points extrêmes A et B pris sur la première
parabole.

Lorsqu'on part de l'équation

dx



on parvient de même a une équivalence d'aires,

/ "dy = [y-f{x)]dx,
• 7 A ^ A

dont l'interprétation est plus simple.

2. Toutes les courbes AB représentées par l'équation
générale

dr = y — f(x)
dy a

sont telles que la sous-normale M'C, prise sur une
parallèle à Taxe OX menée par le point M' où la courbe
donnée FG rencontre l'ordonnée MP du point M, est
constante et égale à a,

II résulte de cette propriété que chacune des courbes
AB peut être regardée comme l'enveloppe des positions
successives d'une parabole Ml, de paramètre 2<z, qui
recevrait un mouvement de translation dans le plan des
axes. La parabole mobile aurait son axe parallèle à OX,
son sommet I serait situé sur la droite CM' prolongée,
au milieu du segment M'S déterminé sur cette droite par
la tangente MS menée à la courbe. Si l'on appelle p le

rapport -—-> et x^ yK les coordonnées du sommet I, on
aura

a

Dans le cas particulier où la ligne donnée FG est une
droite y ==. bx, on aura pour les coordonnées du som-
met I de la parabole; tangente de M à la courbe
cherchée,

ry a a a 1 l P \

bp 2/?2 b* \b—p/

J P b \b-Pl
Ann. de Mathémat.,^ série, t. XVIII. (Novembre 1899.) ^2
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Nous avons trouvé plus haut, dans le cas particulier
où la fonction f(x) est linéaire,

_ MC?
P ab x M m

La parabole tangente à la courbe au point M a pour
axe de figure la droite M'C; la droite MG lui est nor-
male et a est son demi-paramètre. On a donc pour le
rayon de courbure p< de celte parabole

s
MC

On en déduit pour le rapport des deux rayons de
courbure des courbes tangentes en M,

P _
pi ~~~ abxMm ~ Mm ~~ Mm '

car r- est l'intervalle parallèle à OY compris entre

Tasymptote et la droite donnée. Au point où la courbe

AB coupe la droite donnée, on a Mm—j = ]̂ ^̂ 7̂ , et,

par conséquent, p = p4. La parabole et la courbe sont
osculatrices.

3. La courbe cherchée AB peut être regardée, dans
le cas général, comme engendrée par un point M lié
invariablement à une courbe qui roulerait sur la
courbe fgy déduite de la courbe FG par un déplacement
égal à a, parallèle à Taxe OX; cette courbe f g est, en
effet, le lieu des points C tels que CM soit la normale à
la courbe AB. Pour trouver l'équation polaire de la
courbe roulante, nous considérerons le point décri-
vant M comme le pôle, MC = r comme le rayon vecteur,
et Q désignera l'angle polaire; si Ton appelle [i. l'angle
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compris entre le rayon vecteur MC et la tangente Ct
menée au point C à la courbe f g, on aura

rdSS
t a n g f l = ~dF'

Mais les courbes f g et FG étant parallèles et déduites
Tune de l'autre par une simple translation parallèle
à OX, les tangentes en C et M' aux deux courbes sont
parallèles, et l'angle [x est l'angle que fait la direction

— -7- de la normale MC avec la direction f'{x) de la

tangente à FG. On a donc
ri / à.X

équation où l'on remplacera y et -y- en fonction de x.
On a d'ailleurs

où l'on remplacera aussi y par sa valeur en x. L'élimi-
nation de x entre ces deux équations conduira à une
équation différentielle, qui définira 0 en fonction de /•,
et définira la courbe roulante.

Lorsque f(x) = bx, il vient successivement, en
exprimant toutes les variables en fonction de la dérivée

dy

ƒ• o?ô __ i-\-bp
dr ~ p — b

et

0 = 00H- arc tang/? -+- i / \~z.75 J '

équations qui définissent la courbe roulante.



5o4

PROBLÈMES CONNEXES.

On peut rattacher au problème de M. de Beaune une
série de questions relatives à la transformation des
courbes ou à la formation de courbes associées suivant
une loi particulière. Ces diverses questions peuvent être
réparties en trois classes principales :

Première classe. — Étant donnée une courbe
y1=zf(x), trouver une courbe (y, x) telle que l'on ait
en tout point l'équation différentielle

dy a

a étant une longueur donnée constante. C'est le pro-
blème dont nous venons de nous occuper.

Deuxième classe. — Etant donnée une courbe
jy = F(x) , trouver la courbe y' =.J(x) qui satisfera à
la même équation (i). La solution est immédiatement
donnée par l'équation

dx a
J dy b (a?)

2Yoisième classe. — Sans donner aucune courbe, on
impose aux deux ordonnées^*, y1, qui répondent à une
même abscisse x, une relation déterminée ^ /=<p(
la fonction cp étant donnée. Jl viendra

x •=. a.

et la solution sera connue par une quadrature. Il est
inutile d'ajouter une constante ; car l'origine est arbi-
traire sur Taxe des abscisses, et cette constante ne ferait
que déplacer la courbe le long de l'axe, sans influer sur
sa forme.
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Nous examinerons à part quelques cas particuliers de

celte dernière classe de questions.
i° Rapport constant h entre les deux ordonnées;

yf— hy. — On aura pour la courbe cherchée

et pour la courbe associée

Les deux courbes sont donc des paraboles de même
axe et de même sommet.

2° Différence constante f entre les deux ordonnées ;
y —J! ==f- — On obtiendra deux droites parallèles

3° Somme constante 2ƒ des deux ordonnées;
y -\~y= 2f< — On parviendra à la relation

où C désigne une constante, qu'on peut faire égale à / 2 .
On aura donc

a

et la courbe associée sera, en remplaçant y par 2 / — y \

équation identique à la précédente, et qui montre que la
parabole, ayant pour axe la droite y=f, est à elle-
même sa courbe associée. La sous-normale est constante,
mesurée sur Taxe, et égale à ~a. Mesurée a la hauteur
du point M' où l'ordonnée MP recoupe la parabole ; elle
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sera double et égale à a ; et la somme des deux ordonnées
y^ y1 sera égale à s / .

4° Produit constant des ordonnées; yyf=f2. —
On aura

y'=H
y

et

y-y =y- -y

L'intégration donne pour la courbe (j^oc)

ia a

et la courbe associée est celle qu'on déduit de la courbe
(x, y) en opérant la transformation par ordonnées

réciproques, yf— —•> ce qui donne pour son équation

a \ay

5° Somme des carrés constante ; y2-{-yt2=f2. —
On aura

Si Ton pose y = ƒ sincp, on trouvera pour l'équation
de la courbe cherchée

a x — i / 2 (sin2 ? — 2"sin 2 ? — ? )->

équation qu'on rapprochera successivement des équations

y =

pour avoir les courbes associées.



6° Différence des carrés constante; y2—
— • II vient

dx =
«O+Vr2-/2)

L'ordonnée j devant être supérieure à ƒ en valeur
absolue, nous ferons

COSCp

La substitution conduit à l'équation différentielle

, / 2 tango do
dx—~ ^ — I ,

a i-hsmo

en supprimant le facteur * aux deux termes de lai r coscp

fraction. On peut ramener cette fonction à une fraction

rationnelle en posant tang - = u. On en déduit

i u 'iu . 7 du

et enfin
bu dudx =

a (i —w)

On fera la décomposition de la fraction donnée en
fractions simples, ce qui donne

_ f2 F i du idu du i du 1
W /y» . i l I _ ^ _ _ I _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ . I _ _ _ _ _ _ _ _ _ I

a L2 1 — u (i-i-w)3 (i-+-w)2 2 i-i-wj

et, par conséquent, en intégrant,

_, = II ïi 1 (1±JL\ + ' _ _L_1.

a \2 \i—u) (i + «)2 n- u\

Remplaçons u par tangï; nous aurons pour Téqua-



tion de la courbe (x, y) les deux relations

ƒ ,+tang 2

V / i — tang —

t a n g |

t a n s "

COSCp

La courbe conjuguée sera représentée par la première
de ces deux équations, jointe à la relation


