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CONTRIBUTION A L\ THEORIE DES CUBIQUES CUSPIDALES:
Pir M. Cn. ZA\HRADNIK,

Professeur de Mathématiques a PUniversité¢ de Zagreb.

1. Prenant le point de rebroussement pour origine
des coordonnées, la tangente en ce point pour axe des X,
et la droite qui joint ce point au point d’inflexion pour
axe des Y, on aura comme équation de la courbe C}

ari4bryr-cys = dy2.
Cette courbe est unicursale; les coordonnées de ses
points sont fonetions rationnelles du paramétre

r sin ]
U~ — = —‘—Lzl—li- .
v sin(u.r)

On a, comme on sait,

( du
re= B
aud 4+ bu + ¢

d

aus — bu + ¢

<
(1) _
=
Par la substitution de ces valeurs dans l'équation
d’une droite, on trouve

(2) Uy Uy Uz == O

comme condition pour que trois points de la courbe C}
soient en ligne droite. Si deux de ces points coincident,
on a uy==uy==u et la droite en question devient la
tangente a la courbe C} au point «.

La relation (2) se réduit a

(3) 20U -+ Uy = 0.
Ann. de Wathémat.,3* série, t. XVIII. (Septembre 1899.) 25
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Le point u est le point de contact de la tangente;
cette tangente rencontre la courbe C} enu,. Le pointu,
s'appelle le tangentiel du point w (*).

DROITES SATELLITES.
2. Soient
fr+ry+1=0

I'équation d’une droite P et w,, u,, u; les points d’in-
tersection de cette droite avee la courbe Ci. Tragons les
tangentes a la courbe en ces points. Ces tangentes ren-
contrent respectivement la courbe G} en trois points v,
u),, Uy, qui seront situés sur une méme droite. D’apreés (3).
on aura

2U + Uy =0, 2105+ Uy = 0. 20U+ Uy = 0.
En additionnant ces trois relations, on obtient
2(Uy+ Us =+ Uy )+ U+ Uy + uy =0,

et cu égard a (2), on trouve enfin |+ u) + u) = o,
qui est la condition nécessaire et suftisante pour que les
points ), u}, uy, tangentiels des points uy, uy, us, soient
sur la ligne droite. La droite sur laquelle se trouvent
les tangentiels «), des trois points u, porte le nom de
droite satellite de la droite P. Désignons-la par R,. De
la méme maniére, I'on peut trouver R,, c’est-d-dire la
droite satellite de la drvoite R, ou la seconde satellite de
la droite P. Les intersections uj de la droite R, avec la
courbe C} satisfont a la condition

22Uy -+ Uy, = o. h=1.2,3.

On aura donc
" ’
wyp=—2up=2%u,.

(') SavvoN-CueMIN, Courbes planes, p. 188.
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On obtiendrait de méme les droites satellites consé-
cutives de la droite P jusqu’a la satellite n'*™¢ R,,. Entre
les paramétres ujf"’ de ses intersections avec la courbe C3

et des intersections u}f’ ' de la'droite R,_, existe la
relation
sultT Wit = o. h=r1,2,3,
d’on ’
Wt =—oult V.

Substituant & 7 les valeurs 1,2,3, ..., 7, on wouve

cenfin
i = (—2)nuy, h=1273

comme relation entre les paramétres des interseclions
de la droite P avee C] ct les paramétres correspondants
de sa nitme gatellite R,.

La courbe C} étant construite et la position de la
droite P étant fixée, on peut facilement construive la
satellite R,. La construction s’appuie sur la signification
géoméirique du parameétre u. Pour limn =, on a

limu’,{”::iv:, h=1,2,3.

e résultat obtenu nous enscigne que la satellite R, de

L ltat obt gne que la satellite R, d

plus en plus s’approche de la tangente au point de re-

broussement de la courbe C3 ; ils coincident pour n—=-ce.
sherchons maintenant a déterminer la droite S, dont
C

la satellite est la droite P. Soit vy le point de contact de

la tangente menée du point uy a la courbe C}, on aura

Up—+ 2¢v) =0, h=1,n2 3.

et, en vertu de la relation (2),

3

N
= 0.

h=1

Cela veut dire que les points de contact des tangentes.
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menées des points d'intersection de la droite P avec la
courbe C} sur la méme courbe, sont sur une ligne
droite §,. La droite S, peut s’appeler satellite négative
de la droite P. La satellite négative de ladreite Sy est S,,
g
et pour elle on trouve tout de suite
0]+ 205, = 0.
d’ou
, LI I .
V= s G = 5 0 h=1,v,3.
En procédant de la méme maniére, nous parviendrons
jusqu'a la nrme satellite négative S, et anx relations

(n—1 n
V/z + o0, = Ov

N — l”‘ /_ P 3
v =(—; Chy o =1,2.3.

Pour limn ==, on a lim ¢} = o; la droite S, s’ap-

roche de la tangente stationnaire. Is cotucident pour
proche de la tangente stat Il dent
lim 17 = % 5 nous allons le¢ démontrer.

3. En vertu de (2), Iéquation de la droite passant
par deox p()ints iy et uy peut ctre derite

(c+auiuyuy)y +|b+—a(u; —uu)]z—d=o.

Comme on a1y us = usuy == uzu, = P, on aura, aprés
les permutations cycliques des indices et apres avoir
additionné les équations résultantes et supprimé le fac-
teur 3,

(6) P=1b—a(un]r+[c+a(u)]ly—d=o.
(u)z signific la somme des combinaisons & & A des para-
MELrCs wy, Uay ltg.

Pour la droite S,,, nous aurons

() 1 n
(el = ('— E) (u)s,

\ 1\2n
(e )1:<;> (1),
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par conséqucn! .

S,= [{) — <4’2\)‘Ma( U)g] xr = [c -+ <~4 %;}3"a(.u)3]_y —d=o.

Au cas de lim n = o, cette expression devient

(7) limS,=br+cy—d=o

n=oae

C’est précisément I'équation de la tangente stationnaire
de la courbe C3.
Posons P = R,, S,,= R_,, on aura le¢ théoréme sui-

vant :

Dans la suite illimitée des droites Ry, h partant de
— % Jusqu' 4+ o, chaque droite est la satellite de la
droite qui la succéde.

CORRESPONDANCE HOMOGRAPHIQUE ENTRE P 11 R,

par raveort 4 CF.

4. Dans ce qui précéde, nous avons reconnu la cor-
respondance univoque et réciproque des droites P et Ry.
A chaque droite P correspond une droite Ry et réeipro-
quement a chaque droite Ry correspond une droite P,
passant par les points de contact des tangentes menées
des points d'intersection de la droite P avee la courbe G}
a cette méme courbe.

Soient §, 7 les coordonnées de la droite P, &, 7, les
coordonnées de R,, on trouve au moycen de I'équa-
tion (6) pour la droite P

a(u)y= b+ d=,
alu)y—=—c—di,.
et par analogie pour la droite R,
g'e |

a(u')yy= b+ dz.

a(uy= -c —dr,.
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Tenant compte de la relation (3), on peut écrire

(W)= 4 (),
(@)= —8(u)y:

alors
. 36
\ 2|=/sz a°
(8) ‘ .
( m:-—s’ﬁ*‘%f‘

Les équations (8) déterminent la correspondance ho-
mographique entre les systemes des droites P et Ry dans
le plan de la courbe C3.

3. Les droites doubles de la transformation homogra-
phique, c'est-a-dire les droites coincidant avec leurs
satellites, satisfonl aux conditions

g

=£, =M.
Des équations (8), on tire immédiatement

, b ) c
e &

c’est-a-dire que la tangente stationnaire de la courbe C}
est la droite double de cette transformation homogra-
phique.

Si 'on emploie les coordonnées homogénes de Hesse,
on peut écrire les équations (8) sous la forme

5 Pil: §df 365,
(8 bis) o= 8dq—gck,
951:015-
Aucasde P _-R,, ona
'id—o» o 36 !
A(p\.:' o —Sd—g —gcC | = 0.

| o o d—p
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Les racines de ces équations sont
Pl=da P2=4d, ps=— 8d.

Dans le cas gy = d, on obtient lc résultat connu que
la droite double de cette homographie est la tangente
au point d’inflexion de la courbe C}. A la racine p, = 4d
correspond 'axe des Y comme scconde droite double,
ct pour p;=— 8d, on obtient 'axe des X, c’est-a-dire
la tangente au point de rebroussement de la courbe C}
comme troisiéme droite double de la correspondance
homographique. Le triangle des droites doubles est done
constitué de la tangente au point de rebroussement, de
la tangente au point d’inflexion et de la droite passant
par les points de rebroussement ct par le point d'in-
flexion de la courbe C3.

6. A P'aide de I’équation (8) on obtient directement
Péquation de la droite R qui correspond a la droite a
Pinfini dans le systeme IP. Les coordonnées tangen-

. . 30 c . .
tielles de la droite R sont - 97; son équation est
par conséquent
(9) Ri=3bxr —gcy +d=o.

A la droite a Pinfini du systéme TR, correspond la

. , . 3b
droite P*, dont les coordonnées tangentielles sont — -—,
4

9¢ ) )
— =, ¢t 'on a comme auparavant
8d

(10) P*=6bx -+ gcy —8d =o.
7. Sila droite P(g, 7,) passe pac le point p(x, ), la

droite R, (&, 7,) passcra par le point ro(Eee ).
Substituons dans I'équation

iy 41 =0
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e . ) . .
a ¢ ct 7, les valeurs tirées des équations (8), nous aurons

adr . dy .
6bz+ gcy —8d™' " Bbx +gcy —8d "

=1 = 0.

Cela veut dire que la droite Ry (1, 7)) passe par le point
r, dont les coordonnées sont

o —odr
\ = Gbr —gey —8d
() | dy

T 6br+gcy —8d

Au point p de la droite P corvespond un seal pointry
situé sur la droite B,. Nous en concluons que si la
droite P tourne autour de son point p, la droite con-
juguée R, tournera autour de son point ry. Les points p
et 7y sont conjugués. Si le point p déerit la droite P,
le point conjugué r, décrira la droite conjuguée Ry.

Cclanous conduit a la corvespondance homographique
des points p et des points conjugués r, daus le plan de
la courbe C}. Celte correspondance est déterminée par
les équations

wr = {dry,
(12) ¢ py = —8dy,
( ws=3bxr;— gy, —+dsy,

qui dérivent des relations (8 bis) par la substitution
transposée des équations (11), écrites dans les coor-
dounées homogeues et résolues par rapport a x, y, 2.
Les points doubles de cetie transformation sont les
intersections des droites doubles de la transformation
homographique (8). Pour les points doubles ou unis,
onaxy=uwx,3,=); alaide de (11), on obtient pour
les coordonnées des points doubles (o, o), (0, (—l>, <§’ 0).
c b
Oun aurait pu aussi partir de Péquation (12) et,
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pour p=Zry, on trouverait

fd - 1 0 o
A(p) = o —8d—n 0 = o0.
30 - gc d—n

8. Daus la transformation établie pour (12), au fais-
ceau (p) des rayons P correspond le faisceau homogra-
phique () des rayons R,. Ces deux faisccaux déter-
minent la couiquc, passantl par les sommets petr et
par les points doubles de cette transformation. Pour les
coordonnées de lintersection des rayons conjugués
P&, 1) et Ry (51, 0,) ou trouve, a Vaide de (8),

3(dn, -+ ¢)
T N N AR
4ds v+ 3ct+ b,
d:—b
fdin +~3ct— b,

r——
(13) \
[

La droite (5, 7) appartient au faisceau (p); cn vertu
de cela. clle passe par le point p(=, 2), ¢t I'on a par
conséquent

of + B + 1= o.
Il est évident que Ton peut, dans 'équation (13),
exprimer § par 7, ou réciproquement. De cette maniére,
on obticnt les coordonnées des points de la conique en
question comme des fonctions rationnelles du para-
Spe E v Ponr o — ¢ r__ pBe—d
métre ¢ ou 7. Pour 7 = — Jronas=>q
. . d - b
conique passe par le point double (o, — ); pour & = —

d’
\
%;hd, elle passe par le point double <—(£, 0>, et

» et la

'I\‘:

b
enfin, pour E=oc ct 1, =, clle passe par le point
double (o, 0).

De cette maniére, au point p U'on pourrait faire cor-
respondre la conique C(p). A I'aide du paramétre S on
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a, pour les coordonnées des points de cette conigue

( r— 3[(Be—d)—adf]
T (3dE 3 - il
(13 bis) , (4d=+b)(a;+n) 3Bck
y = B(efE+b)

(4dE+b)(af+1)—3Pct
Pour les points p qui sont en dehors de la parabole
N=(bx—3cy+ 4d)2—16bdz = o,

la conique correspondante C(p) est une hyperbole; aux
points situés sar cette parabole ou dans son intérieur
correspond une parabole ou cllipse respectivement. L’on
peut done, au point p, faire correspondre le point ry ou
la conique passant par les points p et r et par les points
doubles du systéme.

9. Nous savons déja qu’a chaque point p de la droite P
correspond un, ct un scul, point r; sur la droite R,. Si
le point p se meut de manicre quil reste toujours sur la
droite P, le point conjugué ry décrira la droite Ry. Les
points conjugués des droites P et Ry forment deux sys-
tées homographiques des points; la droite mobile, qui
joint deux points homologucs quelconques de ces deux
systémes, déerit une courbe de la deuxiéme classe, tan-
gente aux deux droites fixes P et Ry ct aux droites
doubles du systéme.

Les coordoundes &, 7, de la droite T qui jointles points
(‘orl‘cspmldanls P etry sont ’

20 -3¢y —3d
R e T

...
-;\’Y
Il

20 +Scy —od

dy

.T
Il

Le point p étant sur la droite fixe P (me, 1), on a

ma-—-ny-1=0.
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En vertu de cette relation Pon peat, dans le systeme (14),
exprimer x par y ou réciproquement. Cela nous fournit
la représenlation paramétrique de cette conique. On
s'assure directement, a l'aide des équations (14), que
ladite conique touche les droites doubles du systéme. Si

le point p est sur la tangente d’inflexion (7), on a
b c
£ __

S=— o = a;

C} est une tangente de la conique, ete.

la tangente stationnaire de la courbe

On pourrait encore énoncer le théoréme suivant :

A ladroite P correspond la conique T (P), enveloppe
de la droite mobile qui joint les points homologues sur
les droites P et R,.

DROITES SATELLITES NORMALES.

10. La condition pour que les droites P et Ry soient
perpendiculaires est E§, + w7, = o0, ct 1'on a en vertu

de (8)

I = 4ds2—8dv2+ 308 —gecn=o.

Les droites P et R, scront perpendiculaires si la
droite P touche la parabole II. A la parabole 11, enve-
loppe des droites P, correspond la parabole

W=d(E}—13})— 305 —gen=o.

Le licu des sommets de 'angle droit dont un coté
glisse sur la parabole IT et Paurre sar la parabole I1', est
une courbe rationnelle du quatriéme degré; ses points
doubles coincident avec les points doubles du systéme.

A Taide de & =, I'on peut exprimer £ et o, et, par
conséquent, x et y dans I'équation (13), comme les
fonctions rationnelles du parameétie 7.
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L'AFFINITE. QUADRATIQUE RECIPROQUE.

11 Les coordonmées du point ¢, intersection des
droites P ¢t R, sont

3(dyg+c)
X =
o ‘ fdin—3ct by
(I)) < "
) d: + b
= —
VY Gdin + 3¢E+ by

Par la division de ces deux équations, on trouve
drt—3dyn +bx — 3¢y =o.
Le point £(x, 5 ) étant sur la droite P(&, 7,), ou aura
:

J,—,—)"q-i—l:u.

Les deux derniéres équaticns donnent

—_ >

., —br+3cy—3d
‘ tde

(tH)
' bx —3cy—d
=
idy
Les équations (13) et (15) nous montrent qu’entre
la droite P et le point conjugué ¢ = R, P existe une affi-
nité rat'onnelle, quadratique et récipioque.

12. Nous pouvons partir anssi du point p(x, y) sur la
dioite P. A ce point correspond le point r, sur la droite
R,. Pour les coordonnées de ladroite T = pry, qui joint
les points homologues p et 7y, nous avons trouvé

‘ ;b ~ey—sd

dr
(g «
( —a2br+3cy+ad
= .
] )

A chaque point p sur la droite P correspond une
droite T, qui passe par ce point; réciproquement, a
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chaque droite T' correspoud un point p sur la droite P,
intersection de ces denx droites T et P. Si 'on résout

les éqnations (1) par rapport ax et 3, on obtient

. dg+e)
\‘ T dE +3¢E—a2b7
(16) ! "
( ; 2(ds =-b)
)= bt

dia + 3¢k —abr,

De cette maniére, nons sommes conduits & deux affini-
tés rationnelles, quadratiques et réciproques. Les coor-
données des éléments correspondants satisfoat a P'égua-
tion 25 + )1 ++ 1 = o. Les éléments principaux de cette
alfinité quadratique réciproque sont les élémeuts doubles
de la transformation homographique préeitée.

Si Ton éerit les équatiouns de Pathnité (15) avec le
méme dénominateur fdxy, 'on aura

YI—(b+idi)r +3cy —3d]=o,

r[br—(3c—+j7)y —d|=o.
Les coordoundes des points d'intersection de ces

’ b
pendent pas de la droite (&, 4); seulement, le quatriéme

. e, d d ,
deux coniques dégénérées (o, o), (o, z ) (z20)me dé-

point d'intersection, dont les coordonnées sont donndes
par (13), en dépend.

A la ligne droite (&, n), lieu des points (x, ), corres-
pond la courbe de la deuxiéme classe, touchant les
droites principales; & un point (x, 5), sommet du fais-
cean des rayons (§,7) correspond une courbe du
denxi¢me degré, qui passe par les points principaux. A
la courbe de la deuxiéme classe, qui ne touche aucune
droite principale, correspond une courbe de Ja quatriéme
classe, dont les points doubles coincident avee les points
principaux de cette aflinité, ete.
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CORRESPONDANCES HOMOGRAPHIQUES SUCCESSIVES.

13. Lesystéme des droites P et le systeme des droites
R, sont e¢n correspondance homographique, établie par

1 I graphiq p
les équations (8). Mais les droites P et leurs ni*™e droites
satellites sont aussi en correspondance, qui est déter-
minée par les relations

e N
(17) ¢ .
l = (= 8)n = [(—=8) =] 5

De ces équali()ns, on reconnait que les systémes SR,
et TR, sont aussi en correspondance homographique et
que 'on a

En - /I"_msm - ( jr—m— ') '(_1’

c
n= (— 8)yn=mu,, + {(_ Bn—m— l (_f'

‘Toutes ces correspondances ont les mémes droites
doubles : tangente au point de rebroussement, tangente
stationnaire et la droite qui joint le point de rebrousse-
ment au point d’inflexion.

14. Maintenant nous démontrerons que les droites
R,, satellites de la droite P, touchent une courbe de la
troisiéme classe.

Les équations

dzp+ 0 = 41 (ds + b),
dv+ ¢ = (— &) (dr +c)
peuvent s’éerire

dt,+ b dep+c

LU " — (—
s A renr i S O
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<d5n+‘l_)> [ di,—+ C)

dy+ b dv, + ¢

d'ou

et enfin
(dE,+0)3  (di+bp
(dryp+c) (dn—i—c)i'

+ b \
On voit donc que le quotient Ed——c;g a la méme va-

leur k pour la droite P et pour toutes ses droites satel-
lites R,,, 2 variant de — 2 & 4 oc. On a donc

(dt+ b)) = k(dr, +c).

Les droites satellites tonchent une certaine courbe de
la troisiéme classe et, comme nous le verrons, du troi-
siéme degré.

En employant la substitution

de+c=(dE+b)yu.
on trouve

Aud — ¢
h = a7
| /
(9) c_/.u?——l)
> 7

Les points d’intersection des deux tangentes infini-
ment voisines sont les points de la courbe en question.
Leurs coordonnées sont données par les équations

[ 3ud
\ T kwi—(b+c)u—+ 3¢’
(20)
t (u—3)d
kud— (b+c)zt+3c.

Toutes les satcllites de la droite P touchent donc une
courbe T3,

La tangente au point de rebroussement et la tangente
stationnaire de la courbe C} sont aussi les tangentes de
la courbe I'}.
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Cela vésulte directement des n™ 2 ¢t 3 ou des équa-
tions (19).
Chierchons maintenant a déterminer le lieu des points
1, qui sont conjugués aux droites satellites successives
Ri, Ry, ... de ladroite P, parrapport a C. A laide des
équations (15), on trouvera

3(bxr + ey —i}

(ls—rl): y
3r

do o= T er—d,
1Y

Les points t, conjugués aux droites satellites R,. sont
sur la cubique cuspidale
jlhad=27(bxr +cy—d)y2.
Cette courbe et la courbe donmée G2 coincident pour
=

A =— ~La.
i

BRESULTATS OBCENLS A L AIDE DES COORDONNIES

TRILINEAIRES.

15, Le wiangle constitué de la tangente stationnaire,
dela tangente au point de rebroussement et de la droite
qui joint le point de rebroussement au point d'in-
{lexion, joue un role spéeial dans la théorie des cubiques
cuspidales.

Prenons ce triangle pour le triangle de référence.

L’équation de Ia conrbe G} sera alors

(»1) riys—ai=o,

3= o esl la tangente stalionnaire et x, = o langente
au point d’inflexion. L’équation (21) peut étre rempla-
cée par le systéme des équations
{ Azy —axy=o0.

(22)
2 ANry,—x;=o0,
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cela veut dire que la courbe C peut étre engendrée a
'aide des deux faisceaux des rayons, qui se correspon-
dent un a deux (einzweideutig) ('). Les coordonnées du
poir&qui correspond au_paramétre A sont 1, A, A3,
L’équation de la droite %, %5, qui joint les points A, et
ha, €St

MAg (M + k)@ — (A= hydy == A3) 2y + 3= o.

Trois points Ay, Ao, X3 de la courbe C? sont en ligne
droite quand on a

A cause de (?)

)\1—1— ).g+ )\3= 0.

hohg= hy hy = P.

~’

1 ke

fi

on aura
P= ()\)3"1'1 -+ ()n)gz‘-z*"fl's = 0.

Pour la droite satellite R,, nous trouverons de la
méme maniére qu’au n°® 4

Ry=—8(A)s&+ 4(X)szy— 23=0.

Désignons par §; et £ les coordonnées de la droite P
ou de la droite R, respectivement, nous aurons

kZ’l =—8Eh
(?5) /‘512: 45‘27
= &

Si la droite P passe par le point p(y., ¥z, ys la
droite satellite R, passera, en vertu des équations (23),
par le point ry (— ¥4, 22, 8)73) : on a done

VyYi=— ¥
(24) (vyhi= 2y,
‘ vyy= 8y

) Ex. WEYR, Theorie der mehrdeatigen Elementargebilde.
Leipzig, 1870.

(%) Cf. n° 3.
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( 406 )

Des équations (23), on déduit immédiatement que le
wriangle de référence est le triangle des rayons doubles
de la transformation homographique, qui renferme les
systémes des droites P et de leurs droitqs satellites R,
par rapport a la courbe C3.

Des équations (23), nous avons déduit les équations
(24)3 mais on peut les déduire aussi al'aide de la substi-
Ltution transposée en écrivant

nyr=—28yi,
(24 bis) Ya=  4y5.
nys= ¥

On parviendrait aussi a ces équations en employant
les coordonnées tangenticelles; la courbe C3 serait repré-
sentée par I'équation

Ay
——

gy

— £

i

3

16. Pourles coordonnées du point ¢ = PR,, on aura

O
N
fl

~

05) |

(

ct, pour les coordonnées de la droite T'= pry,

1,
g X
o
oo
DA ANAS BRTA S
IVY  gYY SNY
0
.

O
4
i

[

3k = 22324,
(26) sty=3x,7;.
sty= xa,.

Les dquations (23) établissent Daflinité rationnelle,
quadratique et réciproque de la droite P et du point sa-
tellite t =PR,.

L’aflinité de la méme nature du point p ct de la droite
pT.- est déterminée par (26).

Cherchons enfin a déterminer I'enveloppe des satel-



( 4o7) -
lites successives de la droite P. A cause de
kEl(n) = ("" 8)"2!7
kEy(n) = 4n&,,
ks(n) =&,

£:€

Le paramétre a dépend des coordonnées de la
droite P.

Toules les droites satellites d’une droite P sont tan-
gentes a une cubique cuspidale, qui est homographique
a la courbe donnée C3.

on trouvera

)

_aE

o

= 0.



