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[T4f]
NOTIONS ELEMENTAIRES SUR LES GROUPES
DE TRANSFORMATIONS ;
Par M. COMBEBIAC.

La théorie des groupes de transformations finis et
continus, foudée par M. Sophus Lie, a été exposée par
son génial autcur dans un Ouvrage (') qui n’est pas
traduit dans notre langue et qui d’ailleurs peut rebuter
par sa richesse méme,

Nous croyons ¢tre utiles a un certain nombre de lec-
teurs en cxposant, réunies par un lien logique et élé-
mentaire, plusicurs des notions principales mises en
ceuvre dans les travaux de M. Sophus Lie et de ses con-
tinuateurs.

I. — TRANSFORMATIONS.

On appelle transformationYenscmble de n équations
a n variables de la forme

‘ Z\ = fi (L1 2ay ooy,

() ) Zy = [r (X1, T2y« ooy Xn),

quc nous l‘epl‘CSClll(jl‘Ol)S, pour Sllllpllh(’,l‘7 par

(1) o= f().

(') S. Lig, Theorie der Transformations Gruppen T. in 3, Ab-
schnitten, gr. in-8, Teubner, Leipzig. — | Abschnitt (X, 632 S.),
Allgemeine Eigenschafften, 1885. — 11 Abschnitt (VIII, 555 S.),
Berihrungs Transformationen, 18go. — III Abschnitt (XVII,
831 S.), 1893.
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Si les variables x représentent, par exemple, un point
de T'espace, une transformation fait correspondre a
chaque point xr un point x'. Telles sont une inversion,
une homothétie, une translation, cte.

Si, 4 la suite d’une transformation S, on eflectue une
autre transformation S/, on obtient é&videmment une
nouvelle transformation, que lon désigne par 8'S. 11 est
facile de se rendre compte que 57(8'S) est identique a
(8”88, cest-a-dire que la composition des transforma-
tions est soumise a la loi associative et, par suite, que
Pexpression §7S'S a une signification, sans qu’aucune
parenthése soit nécessaire.

Les équations (1) sont solubles par rapport 4 x4,
Xay weey Xy pouwrvu qulil wlexiste pas de relations
1“(J’) - o cnhre .r"
que les fonctions fy, fo. ..., fi soienl indépendantes,

) .
y Ly ooyt Cest=a=dite pourvu

ou encore que le déterminant fonctionnel de ces fonce-
tions ne soit pas nul. Il existe donc généralement une
transformation

- owL)
telle que Papplication successive de f et de o ait pour
résultat la transformation identique.

En continuant a assimilerla composition des transfor-
mations & la multiplication, il est naturcl de représenter
par Punité la transformation identique et par S ! la
transformation inverse de S.

1l est clair que, dans un produit de transformations,
Pordre des facteurs ne peut pas éire changé.

Siles 1 variables x sont les coordonnées d’un élément
ayant une existence réelle, tel gu'un ére géométrique :
point. plan, droite, sphére, cte., une transformation
eflectuée sur ces variables peut étre interprétée de deux
facons :

Elle peut ¢ue en effet interprétée comme un change-



( 349 )

ment de coordonnédes, 1'élément représenté d’abord
par x I’étant ensuite par f(x).

Elle peut aussi étre interprétée comme une transfor-
mation récllement effectuée sur I'élément méme repré-
senlé par x.

Soit une transformation

z'=T(x).

Appliquons aux deux éléments a et 2’ la transfor-
mation
¥ =S(x).
On a

S=1(y') = TS=1(y)
oun

¥ =STS-1(y).

Si I'on considére S comme représentant un change-
ment de coordonnées, STS™! est Pexpression de T dans
le nouveau systéme de coordonndes.

51 S représente une transformation effectuée sur tous
les éléments I du domaine considéré, STS =t représente
ce que devient T par suite de cette transformation.

On peut retrouver cette expression par une voie
plus intuitive :

Cherchons, pour cela, I'élément en lequel se trans-
forme I'élément P dans les nouvelles conditions.

L’élément P, avant Papplication de S, se trouvait en
S=*(P), eL par suite sc transformait par T en TS (D).
Par 'application de S & tout le domaine, ce dernier élé-
ment devient STS~(P). La transformation T st done
devenue STS * par I'application de S.

Sil'on a

STS-1=T.

'T n’est pas changée, et 'on dit que T admet S.
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On a alors
ST =TS,

c’est-a-dive que les transformations S el T sont commu-
latives.

La propriété est réciproque, c'est-a-dire que si T
admet S, S admet T.

II. -— SERIES DE TRANSFORMATIONS.
PARAVETRES ESSFNTIELS.

Si, dans les équations (1), les fonctions f dépendent
de r paramétres ey, ey, .. .. €, dont nous désignerons
Pensemble par e, ces équations représentent une série
composée généralement de o7 transformations. Le
nombre des transformations différentes serait diminué,
s’il était possible de faire varier les paramétres e sans
changer les a’. Dans ce cas, il serait possible de rem-
placer les paramétres par d’autres en nombre moindre,
et I'on dirait alors que les » paramétres e ne sont pas
essentiels.

A moins de mention contraire, nous supposerons que
les paramétres sont essentiels.

IIl. — GRrOUPES DE TRANSFORMATIONS.

Considérons une sériec de %’ transformations. Si le
produit ¢” de deux transformations successives e et e
appartient encore a la série, on dit que celle-ci est un
groupe. '

Le groupe est continu, si chaque transformation est
infiniment voisine de certaincs autres et si le groupe ne
se divise pas en séries discretes.

Le groupe est fini, si la détermination d’une transfor-
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mation dans le groupe dépend d’un nombre fini de
parameétres.

-Il1 ne sera question dans ce qui va suivre (ue des
groupes finis et continus.

La composition de¢ deux transformations dans un
groupe de transformations est représentée par r relations
de la forme

” . ’ ’ ’
sel:?l(el.e_)....,e’,,el,e,....,e,),

" . L ’ ’

() ) ey==0g(ey. €9, ..., €5 €, €, ....€)).
................................... R

[ o
Ver=9p(e,€89, ..., €,1C1, €9, ...,€,),

dont nous représentons 'ensemble par
(2) e"=u(e,e).

Un exemple de groupe de transformations est fourni
par ’ensemble des mouvements cuclidiens (mouvements
sans délormation). En cffet, la succession de deux de ces
mouvements peut étre réalisée par un senl mouvement.

Les équations (2) représentent une opération sur e
et ¢’ donnant pour résuliat ¢”.

Cetie opération, se confondant avee la multiplication
des transformations, admet la loi associative, c¢’est-
a-dire que 'on a

slo(e.e), e"] =¢le. z(e, e )]

Réciproquement, la condition précédente exprime que
les équations (2) sont celles d’un groupe ou les variables
| groug
sont ¢ et les paramétres ¢'.
En cffet, la wansformation résultant de Papplication
successive des deux transformations

= alr.e et el e
sl

= olzir. e, e
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ou

2" = o[>, (e, e")].

La condition est donc suflisante pour que les équa-
tions (2) ‘soient les équations de composition d'un
groupe.

1V. — Sous-crourss.

Si, dans un groupe, =™ transformations forment
entre clles un groupe, celui-ci est dit un sous-groupe du
premier.

Le groupe caclidien comprend notamment les sous-
groupes suivants :

Rotations autour d’un point donné (? transfor-
mations);

Translations (%% transformations);

Rotations autour d'un axe (! transformations).

V. — IFAMILLE DE VARIETES.
Considérons les m équations
() = const., uy(r) = const., e Uy () = const.

Elles représentent une variété & n — m dimensions.

Sil’on considére les valeurs des m constantes comme
des parameétres, ces équations représentent o™ variétés,
dont I'ensemble s’appelle une famille. Comme le
nombre des parameétres est égal a celui des équations,
chaque variété est déterminée dans la famille par la con-
naissance d’'un des éléments x qu’elle contient.

Les m qumitilés Wy, sy « .., Uy peuvent élre consi-
dérées comme les coordounées de la variété. Ces coor-
données sont évidemment en nombre inférieur a n,
puisque n —m cst le nombre des dimensions de la
variéié.
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En Géométrie, une famille de surfaces comprend
! surfaces; une famille de lignes comprend «o? lignes.
Une famille de lignes s’appelle aussi congruence.

Les sphéres concentriques forment une famille de
surfaces. Il en est de méme des quadriques confocales.

VI. — TransiviTé. INvARIANTS.

On appelle #ransitif un groupe comprenant des
transformations susceptibles de faire correspondre 4 un
élément quelconque un élément arbitrairement choisi.

Tel est, en Géométrie, le groupe des translations. Ce
groupe sera dit simplement transitif, parce qu’il n’existe
qu’une translation transformant un point en un autre.

Tout groupe intransitif, c’est-a-dire ne possédant pas
la propriété qui vient d’étre indiquée, présente des inva-
riants, c’est-a-dire des fonctions de variables dont la
valeur ne change pas quand on applique a ces variables
les transformations du groupe.

Soit u, (x), us(x), « .., unp(x), m invariants indé-
pendants les uns des autres.

Lorsqu’on applique a ’élément x, les transformations
du groupe, cet élément reste sur la variété représentée
par les m équations

uy () = ui (o), us (@) = us(20), ce

Um () == Um(2).

On peut donc dire qu'un groupe intransitif laisse
invariantes des variétés formant une famille.

Un exemple de groupe intransitif est donné par les
rotations autour d’un point. Chaque poiut de l'espace
se déplace en restant sur une sphére ayant pour centre
le point fixe. En prenaunt ce point pour origine d’un
systéme de coordonnées rectangulaires, la famille des
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surfaces invariantes a pour équation

72— y?4 22 = consl.

Le groupe ne présente qu'un invariant : x?—+ y2 4 z2.

Le groupe des rotations autour d’une droite est égale-
ment intransitif. Il présente deux invariants qui sont,
en prenant axe de 1otation pour axe des z, 12+ 2+ 32
et 3. La famille des variétés invariantes se compose des
circonférences parallcles au plan des zy .

Il ne suffit pas, pour qu'nn groupe soit transitif, que
le nombre de ses paramétres soit égal ou supérieur a
celui de ses variables.

Clest ainsi que le groupe des rotations autour d’un

point a trois paramétres ct est pourtant in transitif.

VI, — Prrvrrrviar. CovarianTs.

On appelle imprimitif un groupe conservant une
famille de variétés, ¢’est-a-dire transformant ces variétés
I'une dans P'autre.

Soit
u, () —= const,, us () = const.. Coe Uy () == const.

les équations de la famille invariante.
On aura, par hypothése,

‘ iy (*T'):Fl [ul(‘T), vy (). . ., U/n(-")l,
wy (') =Fy [y (), uz(2), ..., uy(x)].

’ Up () =Flu(x) us(x), ..., up()]
(3) w = F(u)

Ainsi, tandis qu’un groupe intransitif conserve
chaque variété d’une famille, un groupe imprimitif
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conserve ['ensemble des variétés d’une famille. Un
groupe intransitif est donc & plus forte raison impri-
mitif.

Nous dirons qu'un groupe intransitif admet une
Samille de variétés invariantes et qu’un groupe impri-
mitif admet une famille de variétés covariantes.

On obuient, par exemple, un groupe imprimitif en
adjoignant aux rotations autour d’un point les homo-
théties par rapport a ce point. Les sphéres ayant le
point fixe pour centre ne sont plus alors invariantes,
mais seulement covariantes. On a, en effet, en désignant
par K le coefficient d’homothétie,

2+ y'2 4 5" = K2 (224 y2+ 52).

Ce groupe conserve aussi la famille des droites issues
du point fixe, c’est-a-dire que ces droites sont aussi
covariantes.

VIIJ. — INVARIANTS ET COVARIANTS STMULTANES.

L'ensemble de deux éléments a n variables peut ¢ure
considéré comme un ¢élément a 2n variables, et en ap-
pliquant les transformations d’un groupe G a chacun des
deux éléments, on obtient un groupe a 2n variables.

On trouvera généralement ainsi des invariants et
des covariants qui ne se présentlaient pas quand on ne
considérait qu’un seul élément.

C’est ainsi qu'un point w’admet, par rapport au
groupe euclidien, ni invariant, ni covariant, tandis que
deux points présentent par rapport a ce groupe un
invariant, qui est leur distance, et un covariant, qui est
la droite qui les joint.

Trois points présentent, en plus, un covariant : le
plan qu’ils déterminent.
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En prenant un nombre suffisant d’¢léments, on arrive
forcément 4 un ensemble qui acquiert par le groupe
«’ positions différentes. A partir de ce moment, ’ad-
jonction d’un nouvel élément ne peut rien donner de
nouveau, puisque sa position sera déterminée par la
connaissance de la position des autres éléments.

C’est ainsi que, par rapport au groupe euclidien,
pouravoir tous les invariants et covariants indépendants,
il suffit de considérer trois points. Si l'on fixe, cn effet,
leurs positions, aucun mouvement n’est possible, car on
a épuisé la transitivité du groupe. En eflet, un point
peut acquérir oo positions; une fois celle-ci fixée, un
second point peut acquérir »?* positions sur une sphere
ayant le premier point pour centre. Enfin la position de
ce second point étant fixée, un troisiéme ne pourra plus
(ue tourncr autour de la droite déterminée par les deux
premicrs. L’ensemble des trois points pourra donc
acquérir «® positions. Le nombre de paramétres dn
groupe éLant six, la transitivité est épuisée.

Pour tout groupe « r parametres, r est une limite
supérieure du nombre des éléments & considérer pour
obtenir tous les invariants et covariants simultanés in-

dépendants.

Pour que cetie proposition soit prouvée, il sullit de
démontrer que les co” transformations du groupe donnent
toujours a cct ensemble de » éléments oo positions dif-
férentes.

En cffet, un élément quelconque peat acquérir au
moins o' positions différentes, soit oo?, ¢t il existe alors
oo~P transformations qui donnent a I'élément une méme
position. Ges oo"~7 transformations donneront 4 un se-
cond élément quelconque (si r— p>>0) au moins
! positions, de sorte que 'ensemble de deux éléments
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pourra acquérir au moins * positions. D’une facon gé-
nérale, un ensemble de m points, m étant inférieur a r,
peut acqueérir au moins o™ et au plus " positions.

Un ensemble de r éléments acquiert donc sirement
oo positions.

IX. — IsoMorpHIsME.

Les équations (3) expriment la maniére dont sont
transformées 'une dans 'autre les variétés covariantes u,
lorsqu’on applique a I’élément x une transformation du
groupe G.

Chaque transformation du groupe G détermine une
des transformations (3), et ces derniéres forment évi-
demment un nouveau groupe g, dans lequel les va-
riables sont wy, wa, « .., wm (m<n).

Mais deux transformations du groupe G peuvent nc
pas donner lieu a des transformations du groupe g dif-
férentes entre elles, de sorte que g peut présenter un
nombre de parameétres essentiels inférieur a celui de G.

Supposons, en effet, que p5 transformations de G
conservent chacune des variétés u. A chacune de ces
transformations £ correspondra, dans le groupe g, la
transformation identique.

Par exemple, le groupe des similitudes (') autour
d’un point admet comme covariant la droite qui joint le
point variable au point fixe. Chacune de ces droites
reste invariante par les transformations homothétiques,
de sorte que les points de I'espace sont transformés par
un groupe a quatre parameélires essentiels, ct les droites

(') Nous appelons similitude unc Lransformation composéc d’une
homothétic et d’une rotation autour du centrc d’hemothétie. Les
similitudes forment un groupc & sept paramétres, qui comprend,
comme sous-groupe, le groupe cuclidien.

Ann. de Vathemat.. 3¢ ~¢érie, 1. NV (Aot 18qgq.) 23
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en question par un groupe a trois paramétres essentiels.

Si S est une transformation du groupe G ne laissant
pas invariantes les variétés u, les p® transformations de
la forme £S donneront licu a la méme transformation
du groupe g. Le nombre des paramétres essentiels du
groupe g est r— 5. De plus les p® transformations
forment un groupe, c'est-a-dire un sous-groupe de G.

Il est évident que 'on peut utiliser pour le groupe g
les parameétres e et les équations de composition (3) du
groupe G, en tenant compte toutefois de ce que ces pa-
ramétres peuvent ne pas étre essentiels.

Le groupe g est dit isomorphe au groupe G.

D’une maniére générale, lorsque a toute transforma-
tion e d’un groupe G a r paramétres essentiels corres-
pond une transformation n ( fuit-ce la transformation
identique) d’un groupe g possédant un nombre égal
ou inférieur de paramétres essentiels, de maniére
gilau produit de deux transformations du premier
groupe corresponde le produit des deux transforma-
tions correspondantes du second, celui ci est dit iso-
morphe au premier. L’isomorphisme sera dit holoc-
drigue, lorsque le nombre des paramétres essentiels
sera le méme, et mériédrigue dans le cas contraire.

L’isomorphisme holoédrique est une propriété réci-
proque, de sorte que I'on peut parler de deux groupes
isomorphes holoédriques. 1l n’en est pas de méme de
Pisomorphisme mériédrique. On dit dans ce cas que le
groupe qui a le plus petit nombre de paramétres est iso-
morphe mériédrique a I'autre groupe.

Deux groupes isomorphes holoédriques peuvent étre
amenés par un changement de paramétres a avoir les
mémes équations de composition. Eu etlet, par défini-
tion, a toute transformation % du second correspond
une transformation e du premier de la maniére indi-
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quée, et cette correspondance, que ’on peut représenter

par r relations
e =W(q),

permet de donner au second groupe les mémes para-
métres qu’au premier.

Si I'isomorphisme était mériédrique, on pourrait bien
exprimer les n en fonction des e, mais on ne pourrait
pas faire l'inverse.

1l est évident que, dans deux groupes isomorphes, les
sous-groupes se correspondent.

Nous citerons, comme exemple d’isomorphisme ho-
loédrique, le cas des trois groupes géométriques sui-
vants :

Groupe projectif sur la droite;
Groupe linéaire homogéne spécial dans le plan;
Groupe des rotations autour d'un point dans l'espace.

On dit aussi que deux groupes isomorphes holoé-
driques ont la méme structure.

Pour nous, les équations de composition seront la ca-
ractéristique de la structure, en ne considérant pas
comme différentcs les structures résultant de systémes
d’équations susceptibles de se transformer I'un dans
I'autre par un changement de paramétres.

X. — SiMiLITUDE.

Un cas important d’isomorphisme holoédrique est
celui de la similitude.

Dcux groupes ayant le méme nombre de variables et
le méme nombre de paramétres sont semblables, quand
ils peuvent se transformer I'un dans Vautre par un
changement de paramétres et un changement de va-

riables.
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Deux groupes semblables sont donc isomorphes ho-
loédriques. Mais cetie condition ne suffit pas.

Soient G et GG’ deux groupes isomorphes holoédriques
ayant le méme nombre n de variables.

Soitm lenombre des invariants indépendants dans G,
m pouvant ¢tre nul. Un élément z, peut prendre
oo”~m positions différentes, c'est-a-dire qu’il existe
oo~ (r=m) transformations transformant 1’élément x, en
un élément donné, et, en particulier, en lui-méme, ou,
d’une maniére plus précise, qu’on peut écrire, entre les
paramétres e du groupe, n — m relations exprimant la
condition pour que la transformation e laisse invariant
I'élément x,. Ces relations contiennent évidemment les
coordonnées de I’'élément xy,.

Ces oo™ (#=m) transformations ¥ forment évidemment
un groupe, qui est un sous-groupe de (. A ce sous-
groupe correspond dans G' un sous-groupe composé
d’'un méme nombre de transformations ¥,

Supposons maintenant que les deux groupes G et ¢/
soient semblables, et soit y, 1’élément correspondant
4 xy. Les transformations ¥’ conservent, dans ce cas, ) o.
Il est donc nécessaire qu’au sous-groupe de G conser-
vant ’élément xy corresponde dans G’ un sous-groupe
conservanl un élément y,.

Je dis que cette condition est suffisante pour que G
¢t (3 soient semblables.

En effet, si S est une des transformations de (G ame-
nant I’élément x, en x, toutes les transformations réali-
sant cette condition sont de la forme SI. Si §' est la
transformation de G’ correspondante a S, 'Y est la
forme générale des transformations de G transformant
I’élément y, en un certain élément y. On établit ainsi
une correspondance entre les éléments x et les élé-
ments ¥, correspondance (ui peut ¢tre exprimée par
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n relations y = W (x), par lesquelles le groupe G/
s'identifiera au groupe G.

Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que
deux groupes holoédriques isomorphes a un méme
nombre de variables soient semblables est qu’au sous-
groupe de l’un conservant un élément corresponde un
sous-groupe de l’autre conservant aussi un élément.

Moyennant cette condition, parmi les correspondances
en nombre généralement infini que 'on peut établir
entre les transformations de deux groupes isomorphes,
il en existera au moins une permettant d’établir entre
les éléments une correspondance ayant les propriétés
indiquées.

Il résulte de tout cela que deux groupes holoédriques
isomorphes 4 un méme nombre de variables sont tou-
jours semblables, s’ils sont simplement transitifs. Dans
ce cas, la seule transformation laissant invariant un élé-
ment de position quelcongque est la transformation
identique.

Dans ce cas 4 un élément x d'un des groupes on peut
faire correspondre un élément y arbitrairement choisi
dans I'autre. Ensuite a tout élément S(x) correspondra
I'élément 8'(y), S’ étant la transformation correspon-
dante a S.

Soit

y =)
un changement de variables identifiant les deux groupes,
c'est-a-dire transformant chaque transformation §' en
sa correspondante S. On a alors, d’aprés ce qui précede,
S'(y) = WS(a),
d’ou
SW(z)=WS(7).

La transformation W satisfait donc a la condition

S'¥ = WS, .
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11 est facile de voir que toute transformation W satisfai-
sant & cette condition identifie le groupe en y au groupe
en x.

Cherchons pour les transformations ¥ un critérium
plus précis.

Les 27 équations

‘ r'=S (J‘),

(4) |y =8"(y)

représentent une transformation a 27 variables.

Supposons qu’on ait opéré un changement de para-
métres convenable de maniére que S et §' aient les
mémes parameétres. Les transformations formées, comme
(4), de deux transformations correspondantes, forment
un groupe. Car le produit de deux de ces transformations
(S,8) et (84, 85)) sera formé des deux transformations
5,S et §, 8, qui se correspondent par définition de I'iso-
morphisme.

Ce groupe a 2r variables ct a 7 paramétres présente
r invariants

Wi(xy), Wa(zy), ceey W, (zy).

Egalons ces invariants i des constantes, ct résolvons par
rapport aux 7 variables y les 7 équations ainsi obtenues.
On obtiendra ainsi une transformation

y =¥(xz),

dont la propriété caractéristique sera de rester inva-
riante par la. transformation (4), c’est-a-dire que l'on

aura
S'(y)=¥S(x),
et par suite
S’y =S,

Les transformations W ainsi obtenues sont donc celles
qui identifient les deux groupes.
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Elles dépendent de » constantes arbitraires que nous
pouvons écrire

Wi(zo o), Walzoy,), ey We(xe0)

Nous pouvons nous donner x, et donner a y, toutes les
positions possibles, soit «”, el nous retrouvons ainsi
une propriélé déja énoncée.

XJ. — GRrOUPES PARAMETRAUX.

Dans les équations de composition d’un groupe
q I grouy
(2) e"=g(e,e),

considérons les e comme variables et les ¢ comme para-
métres. Les équations (2) sont celles d’un groupe sim-
plement transitif a  paramétres, qui est dit groupe pa-
ramétral du groupe considéré.

En désignant par x la transformation variable, par x'
la transformée et par @ la transformation qui sert de
parameétre, les équations du groupe peuvent étre repré-
sentées par

’

r = azx.

Ce groupe est évidemment isomorphe a tous les
groupes par rapport auxquels il joue le réle de groupe
paramétral.

Il existe un second groupe paramétral jouissant des
mémes propriétés que le premier :

y'=yb.

Les deux groupes paramétraux sont isomorphes. Fai=
sons, en cffet, correspondre a chaque transformation a
du premier la transformation b du second déterminée

pa!‘
b=at.
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Aux deux transformations du premier groupe
r' = azx, x'=a x,
correspondent, dans le second groupe,
y'=yat,  y'=ya-t
Le produit des deux premiéres est la transformation
o= (d'a).
Le produit des deux secondes est

Y —(ata' =1y,
ou
Y =rlda)t.

C’est bien la transformation correspondant a a’a.

Les deux groupes étant tous les dcux simplement
transitifs sont semblables.

Pour les transformer 'un dans V'autre, il suffit d’opérer
les changements de variables et de paramétres suivants :

y=a b =a.

Ce que nous venons d’exposer suppose que le groupe
considéré comprend les inverses de toutes ses transfor-
mations.

Nous ne nous occuperons pas des groupes ne présen-
tant pas cette propriété. Un de ces groupes, par exemple,
est le groupe a une variable et a un parameétre qui a

pour équation
a'=ax,

avec la condition « >1.

Chacun des groupes paramétraux est évidemment
simplement transitif.

Réciproquement, tout groupe simplement transiif
peut, par un simple changement de variables, étre mis
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sous la forme d’un groupe paramétral. Un groupe sim-
plement transitif est, en effet, semblable (X) a son
groupe paramétral, auquel il est isomorphe.
Appliquons les deux groupes paramétraux au méme
systéme de variables z, c’est-a-dire prenons les équa-
tions des deux groupes sous la forme

i=as et 5 =3b.

En appliquant successivement ces deux transforma-
tions, on obtient, quel que soit 'ordre adopté, la trans-
formation suivante

3 =asb.

Les deux transformations sont donc commultatives,
c'est-i-dire (I) que chacune d’elles admet Iautre.

Réciproquement, on démontre qu'une transforma-
tion commutative a toutes les transformations de l'un
des groupes fait partie de I'autre.

D’une fagon générale, les transformations commuta-
tives & toutes celles d’un groupe simplement transitif
Sforment également un groupe simplement transitif.

La relation entre les deux groupes étant réciproque,
on qnalifie ces deux groupes de réciproques.

Dans un groupe simplement transitif G, un sous-
groupe g & m paramétres, c’est-a-dire composé de oo™
transformations, donne a I’élément variable %™ posi-
tions différentes et, par suite, laissc invariantes o7~
variétés & m dimensions.

Il résulte de ce que chaque transformation d’un groupe
simplement transitif admet le groupe simplement transi-
tif réciproque, que les variétés invariantes par rapport a
un sous-groupe g del'un G sont transformées I'une dans
I'autre par le groupe réciproque G, et réciproquement
un covariant de l’'un caractérise une famille de variétés
invariantes par rapport a un sous-groupe de I’autre.



( 366 )
On a donc la proposition :

Etant donnés deux groupes G et G' simplement
transitifs réciproques, les sous-groupes de l'un et les
covariants de I’autre se correspondent.

XII. — GROUPES DE STRUCTURE DONNEE.

Pour connaitre tous les groupes semblables entre eux,
il suffit d’en connaitre un, car tous les autres seront
obtenus par des changements de variables et de para-
metres.

I est facile de voir qu’un groupe intransitif peut tou-
jours é&tre obtenu au moyen d’un groupe transitif iso-
morphe, en adjoignant aux équations de ce dernier un
certain nombre d’autres équations formées de variables
égalées a des constantes, et en opérant ensuite un chan-
gement de variables. Les variables égalées a des con-
stantes seront les invariants du groupe intransitif.

Les groupes intransitifs sont donc déterminés quand
on connait les groupes transitifs de méme structure.

Je dis que tout groupe transitif est semblable & un
groupe transformant un covariant du groupe paramé-
tral.

Soit G un groupe transitif & n variables et 4 r para-
meétres.

Nous avons vu ( VIIl) qu’il existe un nombre p < r
tel qu'un ensemble de p éléments x prend par le
groupe x” positions différentes.

On peut représenter les oo” transformations de G
par les oo™ positions d’un de ces ensembles. Ces o™ po-
sitions forment une variété a r dimensions dans la va-
riété a np dimensions qui comprend la totalité des en-
sembles de p éléments.
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Ces " positions sont transformées par un groupe T’
simplement transitif, isomorphe holoédrique a G et
semblable aux groupes paramétraux de G, et chaque
groupe relatif a un covariant de T' sera semblable a un
groupe dérivant d’une maniére analogue de chaque
groupe paramétral et réciproquement.

Nous pouvons choisir pour les variables du groupe T
un systéme comprenant les coordonnées x de I'élément
de G. Ces coordonnées caractérisent une variété, savoir
celle qui est formée par les ensembles comprenant I'élé-
ment x.

Cette variété est covariante dans le groupe I', de sorte
que le groupe par lequel elle est transformée, c'est-
a-dire le groupe G, doit étre semblable & un groupe
relatif & un covariant de chacun des groupes paramé-
traux de G.

En résumé, rous les groupes de structure donnée se-
ront déterminés, si I’on connait tous les groupes tran-
sitifs, et l’on obtiendra ceux-ci en recherchant les co-
variants d'un des groupes paramétraux. Enfin (XI),
chacun de ces covariants est déterminé par un sous-
groupe du groupe parametral réciproque.

Remarquons que cette marche peut donner lieu a des
groupes isomorphes mériédriques aux groupes cher-
chés.

X1lI. — Groure ApjoiNT. TRANSFORMATIONS
DISTINGUEES.

Les propriétés suivantes ne dépendent que de la
structure.

On pourra donc faire abstraction des éléments aux-
quels s’appliquent les groupes et, par suite, identifier
les groupes isomorphes holoédriques.
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Nous savons (I) que STS™' représente la transfor-
mation en laquelle est transformée T par I'effet de S.
Si S et T appartiennent 4 un groupe G a r para-
métres, la transformation précédente fera aussi partie
du groupe, de sorte que I'équation

T = STS-t

représentera une transformation a r variables, qui seront
les paramétres de T.

Ces transformations forment un groupe isomorphe
a (5. Cela résulte de l'identité

S'STSS'—1 = §'ST(S'S)-1.

Ce groupe s’appelle le groupe adjoint a ;.

On appelle transformations distinguées du groupe G
les transformations commutatives avec toutes celles du
groupe. Les transformations distinguées forment elles-
mémes un groupe, car le produit de deux transforma-
tions distinguées présente évidemment la méme pro-
priété.

A chaque transformation distinguée du groupe G
correspond dans le groupe adjoint la transformation
identique, de sorte que, si ? est le nombre des trans-
formations distinguées, le groupe adjoint a seulemext
o P paramétres essentiels.

XIV. — TyPES DE SOUS-GROUPES.

Une transformation du groupe adjoint transforme un
sous-groupe en un ‘autre sous-groupe. Cela résulte de
I'identité

STS-1ST'S—1=STT'S—".

Le groupe adjoint transforme, en général, un sous-

groupe en une infinité de sous-groupes.
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Ces sous-groupes sont dits du méme type.

Les sous-groupes conservés par le groupe adjoint
sont dits groupes invariants. Un sous-groupe invariant
est done, par définition, le seul de son type.

On peut considérer une transformation comme un cas
particulier de sous-groupe et appeler du méme type les
transformations que le groupe adjoint transforme les
unes dans les autres.

Les transformations d’'un méme type forment, d’apres
la définition méme, une variéié invariante par rapport au
groupe adjoint.

Nous ferons l'application de cette terminologie au
groupe des similitudes, dont il a déja été question (IX).

Unec transformation de ce groupe conserve un point
de Iespace a distance finie ou infinie et une droite pas-
sant par ce point. Elle est déterminée par la connais-
sance du point fixe, de la direction de la droite fixe, du
coefficient d’homothétie et de I’angle de rotation.

Le groupe ne comprend pas de transformations dis-
linguées; aussi le groupe adjoint a-t-il le méme nombre
de paramétres que le groupe lui-méme, c’est-a-dire lui
est isomorphe holoédrique.

Le coeflicient d’homothétic et I’angle de rotation sont
des invariants du groupe adjoint. Le point et la direc-
tion fixes en sont des covariants.

Le centre de similitude considéré comme covariant
relatif au groupe adjoint est transformé par un groupe
a sept paramétres, qui n'est autre que le groupe de si-
militude lui-méme.

La direction fixe e¢st transformée par un groupe qui
n'a que trois paramélires essentiels.

Les sous-groupes invariants sont le groupe cucli-
dien et le groupe des homothéties, qui ont en commun
les translations.
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Les invariants du groupe adjoint déterminent les
types de transformations, de sorte que les transforma-
tions d’'un méme type sont celles qui ont le méme coefhi-
cient d’homothétie et le méme angle de rotation.

Citons les sous-groupes suivants :

Similitudes concentriques;

Similitudes coaxiales;

Homothéties concentriques;

Rotations coaxiales;

Etc.



