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[K7a]
SUR LE RAPPORT ANHARMONIQUE;

Par M. Liox AUTONNE.

1. On sait que le rapport anharmonique K de quatre
quantités x; (i =1, 2,3, 4) est susceptible de six va-
leurs K; (j=o,...,5), en général dillérentes, toutes
fonctions d'une quelconque d’entre elles. On trouvera
dans Clebsch (Lecons sur la Géoméirie, traduction
A. Benoist, t. I, p. 49 et suiv.) une discussion des rela-
tions qui existent entre les K;. Je me propose de re-
prendre la question ¢n insistant sur les liens qui unissent
la théorie a celle des groupes de substitutions entre
quatre lettres. La terminologie et les notations seront
celles de M. Jordan, classiques en matiére de substi-
tutions.

2. SoitGlegroupe des 24 substitutions entre 4 letires.
On peut se représenter comme suit la constitution de G.
Un groupe g contient les quatre substitutions
1, a=(12)(3%), B—=(13)(21), ad = P = (14)(23).
g est permutable a ¢ = (4)(123). Combinaut g et g, on
a le groupe alterné G’ de r2 substitutions. G’ est per-
mutable 4 ¢ = (1)(4)(23). G’ ct ¢ fournissent G. g est
permutable ae. g et ¢ fournissent un groupe /4 d’ordre
huit. Il existe trois parcils groupes £, /. " que & per-
mute circulairement.

3. Désignons par (i) la diflérence &, — x, et po-
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sons (Cresscn, loc. cit., p. 49)

(31)(42) _ . . (12)(43) _ ¢ _ Ko—1 |
(32)(41) — " (3)(42) ' K,
(23)(41) _ o 1 (en3) _ o T
Gns) T TTK G = Ke=t—Ke= o
(13)(42) _ o1 _ Ko o 394 _

(2)(43) T K, Ke—1’ (3n(42) Ko

Les déplacements des six lettres K; forment un
groupe &, lequel est isomorphe a G avec hémiédrie. A
la substitution unité de R correspond dans G le
groupe g; 4 ¢ et ¢ correspondent respectivement dans &

D = (012)(543),
E = (03)(14)(25).

& est d’ordre six, car E7'DE = D2, le groupe des puis-
sances de D est permutable a E.

g est, comme il le faut, contenu dans G et permu-
table a ses substitutions.

4. A & est isomorphe holoédriquement un groupe A
linéaire binaire. Posons

=301, =000, w=12)(34)

<d’oi1 T+t n=o0, Kg=— 2

> et ensuile
“1

M=ry— 07 he = 79— 027,
§ = racine primitive cubique de I'unité. A dérivera
des deux substitutions linéaires homogénes binaires

d=l)‘l )\2 02)\1 e)\gl,
e = I)\1 )\2 Rg )\‘ I,

qui correspondent respectivement @ D et E. On voit
que d est mise sous forme canonique.
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5. Nommons X I'équation du quatriéme degré

o=f(r) :I I(.’I"—.’I‘,):.’I"‘—/|(11.7‘3+G(12.1‘2+403-T+(15

1

dont les & sont racines. Tant que les x et K sout quel-
conques, G est le groupe de X. Introduisons (Cressca,
loc. cit., p. 284) les deux invariants

I=a2(a,— faraz+ 3a3),

J=6(aza,+2a1a,a5— aj—a}—aja,)
et Pinvariant absolu @ =13J-2 du polynome f(a). On
aura (Cresscu, loc. cit., p. 297) les équations

[ F(QK) = Q[(K+0(K—2)(1—2K)]

(d) — 24 (K2— K+ 1)3= o,

ou encore
(w) F(Q: 2 he) = Q(hi+ K3 )P2— 2423 ki = o.

Pour Q@ donmé, les six racines de ® sont les K;. & est le
groupe de ®. Toutes les substitutions de & déplacent
toutes les raciues; cela devail ¢tre, car tous les K s’ex-
priment rationnellement en K. La connaissance des K,
c’est-d-dire la résolution de @, réduit le groupe G de X
aux substitutions qui laissent tous les K invariables,
¢’est-a-dire au groupe g.

Quand une figure de géométric P, composée de quatre
éléments, est définie par le rapport anharmonique K, il
est en général inutile ct génant quelquefois d’avoir a
distinguer les six valcurs de K. On opérera de préfé-
rence sur l'invariant absolu Q, qui donne la véritable
mensuration de P.

6. Les considérations précédentes subissent de sen-
sibles modifications pour des valeurs particuliéres des K.
Pour faire la discussion, jexamine la structure du
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groupe & et ce qu’elle peut éventuellement devenir.
& dérive de D et E. Peut-il perdre D ou E? Autrement
dit, D ou E peuvent-elles, pour un choix approprié
des K, se réduire a ’'anité.

Cela ne serait pas difficile a exprimer, mais il est
encore plus rapide d’opérer sur le groupe A (4), ¢’est-
a-dire sur les substitutions d et e, et d’exprimer que
d=1ete=1.

7. Pour que d =1, il faut et il suffiv que 2, =o0 ou

he=0.S1 N =o0,5,=10r,Kj=— f =—10;stdy=o0,
1

de méme K,= — G2, Dans les deux hypotheses

K} —Ki+1=0.
On sait que c’est le cas dit équianharmonigue. Alors
Ky=Ki=Ky;=—10, Ks—=K, = K; = — 02,
Les K se répartissent en deux systémes de trois valeurs

égales.

8. Pour que ¢ = 1, il faut et il suflitque ou sy + 2y =o

ouly —Aha=o0.Si

)

19

M+ Ao=0 =127+ 7y, Ky=— 2 = -,
2

A

alors

KU:K3= K1:K¥:~I7 Kg:K

3= 2.

o)

Les six K; se répartissent en trois couples de valeurs
égales. On sait que c¢’est le cas dit harmonique.

Si

AM—he=r1=0, Ko=— 2 = o, Ty =(23)(14) = o,

deux des quatre x; sont égales. Alors

K0=K3:30, K‘:K,'::], Kg:K;:U.
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Nous dirons que c’est le cas d’égaliteé. Les K se répar-
tissent comme dans le cas harmonique.

9. Dans les cas harmonique et d’égalité, & se réduit
a D et cesse d'étre transitif. @ devient réductible. Effec-
tivement, dans le cas harmonique (5),

J =o, Q = 0, F=[(K+1(K—2)a—2K)],

les racines sont bien §, 2, — 1, chacune double. Danslc
cas d’égalité, le discriminant I3 — 6J2 de X est nul,
Q =6, 'équation W (35) devient

F=F=2)=(umnmwn)=o.

Les valeurs racines de K, =—1<,: 7, sont bien o0, 1, 0,
chacune double.

Dans le cas équianharmonique, & se réduit a E et
cesse d’étre transitif. X est encore réductible. Alors en
cilet

F = (K2~ K+ = o.

car I =Q =0, les deux racines ——% et — 02 sont
wiples.

10. Dans les wrois cas particuliers (équianharmo-
nique, harmonique, d’égalité) les quatre x ne sont plus
simultanément arbitraires. Le groupe de I'équation X
du 5 n’est plus le groupe général cnire quatre lettres.

Pareillement, il n’est plus licite d’opérer entre les x
tous les déplacements possibles. Soit S le systeme des
relations qui existent entre les x; on ne pourra opérer
sur les x d’autres déplacements que ceux vis-a-vis des-
quels S posséde la propriété de I'invariance. Soit G,
contenu dans G, le groupe de ces déplacements; nom-
mons encore R le groupe des déplacements des K. Les
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relations entre Gi et R seront toul autres qu’au nu-
méro 3.

1. Cas équianharmonique. — Le systéme S est
formé (n° 7) par 'unique équation 2, =1z, — 7, = o.
¢ changeant %, en X,, on devrait avoir aussi

hg=17%,— 027 = o,
d’ou 7, =1,=0, cest-a-dire le cas d’égalité. Cela est
absurde; ¢ est cxclue de Gy, qui se réduit au groupe
alterné . Il n’existe dans (5 aucune substitution qui

fasse passer de Ko a K. Au contraire, & se réduit a la
substitution (K, Kj)ou E.

. Cas harmonique. — Le svstéme S est formé
12. Cas i q Le syst S est f 8

par I’équation 27, + 5, = o, c’est-a-dire T3 = 7. ¢ per-
mute circulairement les < et, si Pon admettait ¢ dans Gy,

on aurait T, =7<,=73, cest-a-dirc, en vertu de

Ty Ta T3 =0, T, == T2 = T3 = 0; ¢’est]e cas d’égalité.
Ainsi g est exclue de Gy, qui dérive de g ctde ¢, cest-
a-dire coincide avee 2 (2). Au contraire, & se réduit a

D= (KK, Ks)=(4 —1.2) (8).

13. Cas d’égalité. — Le systéme S comprend par
exemple (8) I'équation (14) = x, — x, = 0. G, ne peut
provenir que des transpositions (14)(23), c’est-a-dire
des substitutions 23 ct € (2). Au contraire, R se réduit

aD=(KKK))=(x, 1,0).

14. Je n’approﬁ)ndirai pas davantage la présente dis-
cussion, laquelle se confond désormais avee celle de
\’(‘qua[ion du quatriéme degré, matiére bicn connue.



