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[K1c]
FORMULES POUR L’ETUDE D'UNE FIGURE REMARQUABLE;
Par M. Giacomo CANDIDO, a Pise.

Le but de cet article est d'indiquer quelques formules
qui peuvent servir pour l’étude d'une figure remar-
quable. On trouvera méme quelques applications.
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M. le Professcur F. Ferrari (Periodico di Matema-
tica, vol. VIII, p. 67) en généralisant quelques formules
de M. le Professeur Thiry résout le probléme suivant :
Calculer les distances des points du plan aux sommets
d’un triangle et les distances mutuelles de ces points,
connaissant les rapports que déterminent sur les cotés
du triangle les droites joignant ces points aux som-
mets. Soit ABC le triangle, P le point intérieur ou

extérieur au triangle et AD, BE, CF les droites qui le
projettent par A, B, C sur BC, AG, AB. Faisons

AF BD CF _ .
FE =™ pe =8 FA =9 (mpg =1),

et en prenant m, p, ¢ positifs ou négalifs selon que D,

E, F tombent sur les cotés ou sur leur prolongement,

ona
6—132:[((+m)(a2m+b?)—mc2]:(mp+p—|—1)2,

(D LAP =[(1+p) (pb2+ c2)—pat] : (pg +p +1),
E_f’ﬂz[(l—l—q) (ge2+ a?)— qb?] 1 (mg + g +1)2.

Supposons maintenant que AD, BE, CF coupent le
cercle circonscrit au triangle en Ay, By, G, respective-
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ment, on a ainsi un autre triangle A, B, C,. Alors on a

AF+FB=m+l AF+FB=1+m
FB ’ AF m
d’ou
¢z (m-+a)?
AF.FB = m
ou
AF.FB= " .
(m—+1)?’
d’ailleurs
s mct
G, F.FC= m,
d’ou
FC mce?

1= FC.(m )2

Maintenant des formules (1) on tire

== (m+1D(ma+ b*)— mc?
(I1y FC = oy y e
d'ou
FCy = me?
! (1+nz)/(l+l:z)(a2/)L+b?)~m(;2’
donc
CC — (m +1)(ma?+ b?)
: (r+m) \/(1—1—171)(a21;z+b2)—17w?’
ou
CCr a>m + b2
\/(l+m)(a‘-’ln—f—lﬂ)—~mc2,
2 2
(1) AA = cptb ;
V(i—+p)(pct+ %) — pa?
a*q + c?

1= .
V(i +g)(atq + ct)—b2g

Par les triangles semblables ABD, CDA,, BDA,,
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ADC, ..., on tre les autres formules :

AC = ac ,
V(1 +p)(c2p + b2)— pa?
B— _ . apb
V(i =+ p)(c?p + b2)— pa?
ByA = ab ,
(1V) V(i+g)(a2qg + c?)— b2q
B,C = beq ,
V(i+g)(atq -+ c*)— big
C,B = ch ,
V(14 m)(ma?+ b?)— mc?
CA acm
] 1 =

V(1 + m)(ma*~+ b?)— mc? ’

et & ces formules nous pouvons en joindre d’autres rela-
tives aux angles que les droites AD, BE, CF font avec
les cotés du triangle ABC.
Posons
TN PN
BAAT=0, C.CA=f 6BG=o,

alors on a facilement

¢ sinf b sint

r=y sin(A—(T)’ =a sin(gcfg—)’

_ asing
7= csin(B—g)’
d’oun
bpsinA am sink
tangO_-———c+bpcos—K, tani’i———b—i—amcosi’
cqg sing

tango =
8¢ a -+ cq cosg’

et de ces formules on tire les snivantes :

cin0 — bp sinA
V02 p? + c2+ 2bcp cosA
080 = ¢+ bp cosA ,

V0ip? et 2bep cosA
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sin(A —0)= csind ,
Vbip?+ c2+ 2bep cosA
cos(A — 0)= bp + ccosA ,
Vo2p2—+ c2+ 2bcp cosA
sino = cg sinB ,
" Verg?+a?+2acq cosB
cosg = a + cq cosB ,
Vet g+ a+ 2acq cosB
sin(B—g)= asinB ,
Vgt + a?+ 2acq cosB
cos(B — o) = cq + acosB ,
' Vetg®+ at+ 2acq cosB
sint = anm sin G ,
vVatm? b2+ 2abmcosC
cost = b+ am cosC ,
Varm?4- b2+ 2abm cosC
sin(C—§) = bsinC ,
Vazm?—+ b2+ 2abm cosC
cos(6—£) = am + b cosC .
Varm?+ b2+ 2abm cosC
Premikre apvLicaTiON. — Surface du triangle

A,B,C, : Les angles du triangle A, B, C, sont respecti-
vement :

Ai=B—o-~+§, Bi=C—£t+09, Ci=A—0+o;
il en résulte

sinA = sin(B — ¢)cosf + sinf cos(B —¢)
__asinB(b+amcosC)+ am cosC(cq + acosB)
V(a*m?~+ b2+ 2abm cos C)(c?*q?+ a’+ 2acq cosB)

et en répétant la méme chose pour sinB, et sinC,,
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on a
sin A a(amsinA + bsinB + cmg sinC)
= b
' V(a?m?4- b2+ 2abmcosC)(c?g?+a?-+2acq cosB)
sinB b(amp sin A + bp sinB + ¢ sin C)
1= ’
V(a*m24-b*+ 2abm cos C)(b2 pt + c*+ 2bcp cosA)
¢inC, c(asinA + bpg sinB + cq sinC)

T V(e'q*+ at+ 2acq cos B) (bpr+ct+ 2bcp cosA)

De ces formules, comme on voit facilement, on tire la
formule qui donne la surface du triangle A;B,C,, et
en appelant Sy la surface de ce triangle, et S celle du
uriangle ABC, on a

_ (ma?+ mge?~+ b2)(mpa?+ bp + c?)(a+ pqbr+ qc?)S
T (@2m?+b2+2abm cosC)(c?q? + a+ 2acqcosB) (b2p2+-ct+2 bep cosAy

S

Pour la surface de I'hexagone AC,BA,CB, onala
formule

p+(btp2+ c?)colg A L9 “+(c2qg2+ a?)cotgB

b2p4-c2+2bepcosA - c?g2+al+2acq cosB
m~+(a2m? -+ b%)cotgC
arm?—-br—+ 2abmcosC] )

E:SR?S[

Si le point P est le centre de gravité du triangle ABC
on ala formule

_ (a?—+ b2+ c2)38 .
T (a*+ 4bc cosA)(b2+ fjaccosB)(e2+ 4ab cosC)’

Sy

si ce point est le point de Lemoine du triangle ABC,

ona
S, — ga?b2c?S
' (a3 4becosA) (b2 + faccosB)(ci+ 4ab cosC)
Deuvxikme appLicatioN. — Le quadrilatére harmo-

nique : Supposons que le point P soit le point de Lemoine
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du triangle, alors on a

b2 c? a?
=’ p=g§, q=—-.

Par les formules (IV) on a

i

A;C.AB=A,B.CA,
C,B.CA = AC,.BC,
B;A.BC=B,C.AB,

d’ot nous concluons : Les quadrilatéres AC,BC,
ABA,C, ABCB, sont harmoniques.

Considérons en particulier le quadrilatére ABA,C;
on obtient par nos formules

—2 ——2 —2
AB c? AC AD AB

s = 72’ e T Wil f—
Lo o o Ac DAyt

’

d’ou nous concluons que : Le point de concours D des
diagonales est le point de Lemoine du quadrilatére.

La méme considération pour les points E et F rela-
tivement aux quadrilatéres.

Cororratre. — Les tangentes meriees par les extré-
mités d’une diagonale, dans un quadrilatére harmo-
nique, se coupent sur I'autre diagonale.

Considérons le quadrilatére B, C, A, C; par nos for-

mules on a

’B_l—'—l.Aqu:VC_B—l‘Aqu,

donc : Le quadrilatére B,C,A,C est harmonique.
1l en est de méme des quadrilatéres C,A,B,A,
A,B,C,B.

CororLraine. — Les deux triangles ABC, A,B,C,
sont cosymédians.
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Questions. — On voit facilement comment par le
moyen des formules indiquées on peut aborder I'étude
d’unc foule de problémes relatifs aux différentes rela-
tions métriques entre les éléments de la figure que nous
avons étudiée, et comment la combinaison méme de ces
formules peut donner quelques propriétés spéciales de
figures particuliéres (en prenant pour m, p, g des valeurs
particuliéres).

Par exemple étudier quand on a
AC_ BA_CB
AB ~ BC ~ CA’
AA=AB + A,C, ...,
AA, =A,D.A,C,
AP BP cP

AD ~BE~ cF = b
AB,=B,C,=A,C,,
PD=PE=PF=...(%).

Sile pointP est le centre de grayité du triangle ABC,
ona

b2 c2\2 a?—+ c?\? a—+ b2 2__'3 r b2 Y
() (™) + () = s e en,



