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[A3g]
LIMITES DES RACINES D'UNE EQUATION
N'AYANT QUE DES RACINES REELLES;

Par M. Axtoine PLESKOT,

Professeur a 'Ecole royale de Plzeii (Bohéme).

Nous nous proposons de montrer dans cette Note
comment, a I’aide de la théorie des maxima et des mi-
nima, on peut déterminer les limites des racincs d’une
équation qui n’a que des racines réelles.

Soit

(1) flry=ar—q a1+ ayz"-* ... +~a, =0

une équation n’ayant que des racines réelles.
Désignons la somme des £*™ puissances des racines
Xy X2y Tye -+ 0, Xyde celte équation par s, de sorte que

A

SL = Iy A

+xh k4 2k

On sait que s; peut s’exprimer rationnellement en
fonction des coeflicients a,, a., .. ., a,.

Considérons maintenant n — 2 racines, a savoir x.,
Xyy eevyXp_y, comme des variables indépendantes, et
considérons par contre les deux restantes x, et x,
comme fonctions des autres, définies par les deux équa-
tions
(& +7y +23 —...~2y =5y,

(%) i i 2t x4 23R = sy,
dans lesquelles s, et 5,4 sont des constantes données.

Nous allons chercher a trouver le systéme de valeurs
de &y, ..., xu_y pour lesquelles la fonction de o, ainsi
définie devient un maximum ou un minimuin,
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En effectuant la différentiation, on aura

dry—dry,~—drs +...-—-dr, = o,

2V doy + 23V dry + 23V day + .+ 2V dey, = o,

relations d’ott Pon déduit, en éliminant d.r,,

(8) (day(r3h=t — 3=ty — dry(2}h—' — 231+
T +dr, (221 — 231 =o.
On a donc, pour le systéme spécial de valeurs de z,,
Zyy ...y x,_y dans lequel x, devient soit un maximum
soit un minimum, les équations suivantes :

Y-t — gt =, 2l ¥t =, Tt — 2l =,
ou, puisqu’il s’agit de valeurs réelles, les équations
) Ty =Ty =T} =...= Tp—.

On doit joindre ces n — 2 équations aux deux équa-
tions (a) pour déterminer les quantités encore incon-
nues x, ¢l a,; de la suit le systéme

(n—1Vry +x2, =5,

! ('l_l)‘r%k—'—‘z‘/‘lzll = S$2/

dont on peut tout de suite tirer les quantités ., et x,.
Il reste encore & montrer quand ., devient le maxi-
mum ct quand il devient le minimum. Pour cela déter-
minons d2z,.
Si Pon différentic (3), on aura

% 2 .
M (2t e xph-l)yd2r,

—(2h —1) _\: (r2+-2dz, — 23 -2 dr)) dr, = o.

v=2
Mais; pour le systéme spécial &y, ..., x,, ona

Adr, = o,
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et, si Uon se sert des équations (+), on aura tout d’a-
bord I'équation

(-T/%/' 1 _1.%/.—1)(121‘"

/S e=n—1 v n—1 N\

+(‘A/.—l)x‘;’/“2< X dr} — dr, E d.r(.):o.

Or, a cause de I'équation

n—1

Z dr, = — dry,
=2

notre résultat doit prendre la forme

e=n—1

Z dx}

d2zy = — (2 h — Orzh-2 =1 .
" N )7 22T k=l
L.e numérateur du second membre est toujours positif;
d*x, devient donc positif quand

2h-1 24 1
ri — xi

est négatif, et il devient négatif quand

‘7‘,‘.;/1‘1 - x%’/‘—l
est positif.

Il s’ensuit que x, a la plus grande valeur quand
x, > x, et la plus petite quand x, << x,.

La résolution de I’équation (8) nous donne deux sys-
temes de valeurs des quantités x, et x,, comme il va
étre démontré. Pour le premier systéme on a x, > x,
ct alors x,, est la racine la plus grande, puisque toutes
les autres égalent x,; pour la deuxiéme on a x, < .ry,
et alors x, est la plus petite racine.

Il nous reste encore a tirer du systéme (3) les valeurs
de x et de z,. Le systéme aura une forme bien simple

si §y = 0.
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Transformons donc I’équation (1) en faisant la sub-
stitution
ay

T=y—

Elle deviendra
q&(}’) :.}’”+ az)’”"—:— aa}’"—?‘—r*. o+ a, = o.

Désignous maintenant la somme des puissances & des
racines de cette équation par oy, le systéme (3) se trans-
formera en

(n—1)y1 -+y¥Yn =o0,
(n—1)yi*f 4 y2k = gy,

parce que ¢, = o.
1l résulte de ces équations

2k

)/n::“:<n-——l) ok 7
(n—1)[1+ (n—)2-1]

o _ Sak )
Y= \/(ll—-l)[[-—f—(ll—!—l)g"‘*‘]

La valeur y, est donc positive pour le signe supérieur
¢t négative pour le signe inférieur.

La valeur positive de y, fait atteindre & y, son maxi-
mum et la valeur négative son minimum.

La valeur la plus grande et la plus petite que x,
puisse atteindre sont donc

@ ay Tak
I P _——— = e— — = (N — .
=y n ( " (n —1)[1-+ (n— 1241}

Le signe supérieur correspond au maximum et le signe
inférieur au minimum.

a2 peut aussi s’exprimer par syz. On a les équations

L
= I —
4 n
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. a; |
El}’“=m~=z<x+—; ;

et

donc

S n¥sop 4 n2k-1(2k) @) Sop_y + n¥-2(2k)gal sy +...+ naik
o=
24 nk

En introduisant les valeurs s, les limites des racines

de ’équation (1) prennent donc, pour la limite infé-
rieure, la forme

a; n—i n2k syt n2k=1(2 k) 0835y + n2F=2(2 k)s@}ssf_o—+...-— na}k
n n [t+(n—1)2-1](n—1) ’

et, pour la limite supérieure,

1
n n

ay, n—i nk sy 1+ n =12 k) @y a5+ n2* =2 (2k)sa}ss—a+...+naik
[t4+(n —1)24-1](r—1)

Dans le cas spécial ot k=1, on aura les limites

ay n—i nsy — s}
n n n—1
a n—it nsy — s}
—_—— —
n n n—i

qui, si au lieu de s, on écrit a, et a} — 2a, au lieudes,,
prennent les formes connues

a, n—i N 2na;
—_—— — ai —

n n n—i

a, n—i N 2 na,
—_— ay — ——-

7 n n—i

NoTe. — L’auteur a publié une autre méthode élémentaire qui
aboutit aux mémes limites, dans des Comptes rendus ( Sitzungsbe-
richte) de la Société royale des Sciences, 4 Prague, en 1897.
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