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SUR L’EQUATION D’EULER :

de  dry |
\/‘I"(z‘) \/ll‘(.r,)'
Par M. E. LACOUR,

Professeur adjoint a I'Université de Nancy.

1. Expliquons d’abord sur un exemple simple la
méthode qui sera employée pour I’équation d’Euler.

Considérons un cercle rapporté a deux diamétres rec-
tangulaires Oz, Oy ; un point M de ce cercle est défini
par I'angle © que fait le rayon OM avec Oz, ou encore

. <
par la valeur du paramétre ¢ = tang e Prenons sur le

cercle deux points M et M, correspondant a des angles ¢
et o, et a des valeurs ¢ et ¢, du paramétre ¢, puis écri-
vons que la droite MM, est tangente & un cercle ayant
pour centre le point O et pour rayon une longueur
arbitraire p.

La relation entre ¢ ct ¢, ainsi obtenue est évidemment '
équivalente a la suivante :

« étant une constante convenablement choisie; clle doit
donc conduire, quand on la différentie, a 'équation

différenticlle
de, i

—_— —_—— =0
l"l‘t% i+ &2 ’

et, comme l'équation finie entre ¢ et ¢, contient une
constante arbitraire, p, c’est l'intégrale générale de
I'équation différentielle du premier ordre considérée.
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La vérification de ces résultats est immédiate. L’équa-
tion de la droite MM, est:

r(1— ) +y(t+t) =1+ {t,

si P'on suppose que le rayon du cercle donné a été
pris pour unité. La condition pour que cette droite soit
tangente a un cercle de centre O et de rayon o est

= ’

(1 + 1)) 3

(— 1)+ ((+ 1)

ou encore

= const.

et elle donne, par différentiation,
— (1= 1)dt + (1 + 2)dt; = o.
On a donc ainsi une méthode géométrique pour inté-
grer équation différentielle

dt di,
R

2. Considérons maintenant la conique (S) définie
par les équations

(S) X = a2, Y=2ux. (Y2 —jX =o),
ou z désigne un paramétre variable, el écrivons que la

droite joignant les points M et M, de cette conique est
tangente a une conique fixe (I)

(2) au+a'vi+a" w2+2bvw +2b'wu+26"uv = o.

On trouve ainsi une équation doublement quadra-
tique el symétrique entre les paramétres z et z des
points M et M,.
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Le premier membre de cette équation, ordonné suc-
cessivement par rapport a x, et par rapport a z, peut
s'écrire

F(r. z))=Ax}+2Br;+C=A22+9Bjr+C; =o0:
A, B, C sont des fonctions quadratiques de z, et A,
B,, C, les mémes fonctions de z,.

Si I'on différentie cette équation, on trouve

(Al.l"f—B’)d‘T—*r—(Axi—{'— B)d]‘lzﬂ;

puis, en tenant compte de la relation entre z et z,,

\/B% ——A1C41 d-l'+‘/B2“ACdJ‘1 = 0,
enfin, en posant
W(z) =B — AC,
on trouve
dr dr

V¥(x) £y W(zy)

Le polynome W' (x) est du quatriéme degré en x et
I'on passe du premier terme au second en remplacant x
par x,.

Cette équation dillérentielle du premier ordre se
nomme une équation d’Euler et I'on voit que, la co-
nique (8) étant donnée, une conique () conduit & une
intégrale particuliére d’une équation d’Euler définie par
le polynome

¥ (x) = B*— AC.
3. Cela posé, la question a résoudre est la suivante :
Le polynome W (x) étant donné, savoir

U(x) =aox*+ 4a1 23+ 6asxr?+ fazx + a,,
et la conique (S) étant définie comme plus haut, déter-
miner la conique enveloppe () de facon que I'équation
d’Euler correspondant a (2) soit précisément

3 dx d-l‘l

V¥E) Ve
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On va voir que le probléme ainsi posé est possible et
que la solution dépend d’une constante arbitraire.
Pour cela, il suffit d’interpréter géométriquement
I’équation
V(zr)=B2—AC=o.

Cette équation, du quatriéme degré en x, donne les
valeurs de x pour chacune desquelles les deux valeurs
correspondantes de x, sont confondues, c’est-a-dire
elle détermine les points de (S) tels que les deux tan-
gentes menées de 'un de ces points a la conique (Z)
sont confondus ou enfin les points ou (S) est rencontrée
par ().

Quand W (x) est donné, la conique (X) est assujettie
a la condition de couper (S) aux quatre points définis
par l'équation

V(r)=ayx*+ ja,r3+ 6a,x?+ fazxr + a, = o.

On trouve facilement (') que I'équation générale des
coniques (X) satisfaisant a cette condition est

aoX24+2a XY +asY24+2a,X+2a3 Y +ay-+h(Y2— 4X)=o0.

La conique (Z) étant ainsi déterminée, pour avoir
I'équation biquadratique entre z et xy, il faut prendre
I'équation tangentielle de (X) et écrire que celte équa-
tion tangentielle est véritiée par les coordonnées de la
droite

qui joint les points de paramétres x et x,.

(') Voir Representation geometrigue des covariants d’une
forme biquadratique (Nouvelles Annales, p. 341; 18g8.
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On trouve de cette facon I'équation

| a, a, a,— 2 1
{ @+ 1y
ay a,—+ h a; ——
2
. = 0,
a,— 2h a; a, rr
b z +r,
1 —_—— xx, 0
2

qui contient une constante arbitraire k. Cest I'intégrale
générale de I’équation différentielle donnée, savoir

dr . d-Z‘]
V() V¥(zy)

ot
YV (r)=ayx*+ 4a123+ 6ay 22+ fazz + a,.

Cette forme d’intégrale a été donnée par Stieljes
(Bulletin des Sciences mathématiques, année 1888,
p- 222). Si l'on développe le déterminant et si 'on
cherche a mettre en évidence des invariants et des cova-
riants du polynome du quatrieme degré W(x), on
trouve

({55 — ) (x —y )2+ AL+ Hi=o.

Dans cette équation, S désigne l'invariant
S =apa,+ 2a1a3— 3a},
WY est une polaire de W(x), savoir

Y= y2(aex:+ 201 T + (2)
+o2y(a12+ 2a,x + a;3) + (a,x?+ 2030 + a,)
= (Wt 2y Wt 2 W)

(t désignant la variable d’homogénéité), HJ se déduit
du Hessien H(x) comme WY se déduit de ¥'(x) et

H(x)=(aja,-- a})z*+ 2 (agay— aa,)r?
+(apa,+2a,a;— 3a3)x?
—2(aja, — aras)r — (aza, — a}).
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4. Le discriminant de (X)

développé est
(M —=SK—T), :

b
mier membre de I'éguation canonisante relative au

polynome du quatriéme degré W(x). Quand X annule
ce discriminant, la conique (Z) correspondante se réduit
4 deux droites; le premier membre de son équation tan-

S et T désignant les invariants de W(x); c'est le pre-

geutielle est le carré du premier membre de I’équation
tangentielle du point double.

Donc guand i est racine de 'équation canonisante
iMM—=Sh—T=o,
le premier membre de U'équation biquadratique en x

et y devient le carré d’une expression bilinéaire en x
et y. La relation considérée est alors

oy «y 1 2
N xr =
«y )+ hr — | =0
R
y— o\ «, xy )

5. Cas particulier ou W (x) = 43— gsx — gy. —

Il suffit dans les résultats précédents de faire
dy= o, a, —1, a,= o, ay= -1 g, a,— — g;:
I’équation canonisante devient

4N — gk — g3 =o.

L’intégrale générale de I'équation d’Fuler correspon-
dante
dr dy

[ ———— — s
Vit — goa — oy ‘/3_,»3_.%},___'33
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est

. A (r—y )2+ A+ 1z, y),
ou

Wr=(22y — 18 (2 +y)— &
Uz, )= (zy + ; g:2) + ga(z +y).

Désignons par e, e,, ey les racines de I'équation

canonisante
AW — g2 h — g3 =

Lorsque 'on remplace, dans la relation biquadratique
entre x et ), A par I'une de ces racines, e, par exemple,
nous savons que le premier membre devient le carré
d’une fonction bilinéaire de x et de y. En dévcloppant
les calculs dans ce cas particulier et en tenant compte
de identité

AW — gah — gi=4(h — e )(h — e (h — e3),

on trouve que la relation bilinéaire entre x et y, qui
correspond a h=: e,, est
(r—e)(y—e)=(c1—ex)e;—e3).

6. La relation biquadratique entre x et y, qui con-
tient au second degré la constante X, peut étre consi-
dérée comme une formule d’addition pour la fonction
p(u; g2y 83 )dont les invariants g, et g5 sont liés d’une
maniére convenable aux invariants du polynome biqua-
dratique ¥ ().

Dans le cas particulier considéré au n° 3, si 'on pose

r=pu; g 8), ¥ =p(; 8 83),
I'équation du deuxiéme degré en &
222 — )+ AW T (2, ¥)
admet commne racine
plu-—ug) et plu—+up):



( 300 )

on le vérifie immédiatement en se reportant aux for-
mules qui donnent

plu—u))+p(u—+ uy) et p(u—uy)p(u—+ up).

Dans le cas général, sil’on relie les invariants de la
fonction elliptique aux invariants S et T de W (x) par
les égalités

ga==*S. ga=178T,

ou < désigne un facteur de proportionnalité, et si I'on
définit un argument v par les égalités
(1? — AyQAy I

’
V= — — )V =
p @y !

azat —3ajayas—+— 2a}
w3
\/“o

enfin si P'on fait correspondre a 2 un argument w et ay

l -

b

[

un argument u, par les formu]es

’ ’

T 1 u — ¢
—:(a0w+111)= - P———p—y
Va, 2 pu—py

’ ’

< 1 pluy—p'e
—':_(au‘}’-—(ll):’—ﬁ—-——p—y—)

ag 2 puy— ps

les racines de I’équation du second degré en X sont

1
S Pl up+¢).

I
;;P(lt—lh) ct

Ces résultats se rattachent de trés prés a l'inversion de

A
S

nous renverrons pour leur démonstration dans le cas

I'intégrale elliptique

général au Traité des fonctions elliptiques ' Halphen,
2° Volume, pages 356 et 360.



