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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES; GONCOURS
DE 1898. — SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMA-
TIQUES SPECIALES (*);

Par M. Erxest DUPORCQ.

Désignons par o le point dont les trois coordonnées
sont égales a I'unité : les points o et P sont évidem-

(') Voir Pénoncé, 1898, p. 424.
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meunt conjugués par rapport a toutes les quadriques
(formant un réseau ponctuel) qui divisent harmoni-
quement le segment MM’ ct qui admettent les axes de
coordonnées pour axes de symétrie.

1° Parmi ces quadriques, il en est une qui contient
la droite A, déterminée par M et M': le point P est donc
dans le plan polaire I1 du point o relativement a cette
guadrique; ce plan est donc le lieu du point P, quand M
ct M’ se déplacent, indépendamment I'un de l'autre,
sur A.

Si, maintenant, M étant fixe sur A, M se déplace
seul sur cette droite, les points M ct M’ ne cessent pas
de rester conjugués rclativement a toutes les qua-
driques tangentes en M 4 A; celles de ces quadriques
qui sont, de plus, symétriques par rapport aux axes de
coordonnées forment évidemment un faisceau ponctuel :
le plan polaire du point w relativement a ces quadriques
passe donc par une droite fixe, DD, du plan I, qui con-
stitue alors le lieu du point P.

A deux positions M, et M, de M sur A correspondent
ainsi dans le plan II deux droites D, ct D,, dont le
point de concours correspond précisément au systéme
des deux points M, et M,. Si M, et M, tendent a se
confondre, il en est de méme des droites Dy et Dy, dont
le point de rencontre tend ainsi a devenir un point de
Venveloppe des droites D. Cette enveloppe est donc le
lieu du point P, quand M et M’ décrivent la droite D en
restant confondus.

Parmi les quadriques tangentes en M a A, et admet-
tant pour triédre principal celui des axes de coordon-
nées, il existe un cone, et la droite D se trouve dans
le plan polaire du point w par rapport a ce cone; les
diverses droites D, correspondant aux diverses posi-
tions de M, sont donc les traces sur le plan IT des plans
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polaires du point w. par rapport aux coénes qui ont pour
axes les axes de coordonnées, ct sont tangents au
plan OAj ces cones forment évidemment un faisceau
tangentiel, et 'enveloppe des plans polaires du point o
est done un céne du second degré, tangent aux plans de
coordonnées; 'enveloppe de la droite D est, par suite,
une conique du plan II, tangente aux traces des plans
de coordonnées; on verrait de méme qu’elle touche le
plan de I'infini, en counsidérant les cylindres du second
degré qui touchent la droite A et admettent pour plans
principaux deux des plans de coordonnées : cette enve-
loppe est donc une parabole.

2° ¢t 3° Supposons maintenant que M et M dé-
crivent indépendamment I'un de 'autre une méme
conique Q. Considérons un plan quelconque Q : il
n’existe (qu'une quadrique ¥, syméirique par rapport
aux axes et telle que le point o soit le pole du plan Q:
aux couples de points M et M de Q qui sont conjugués
a I, correspondent, d’aprés ce qui précéde, des points P
du plan Q; quant a Penveloppe des cordes MM’ ainsi
obtenues, qui doivent étre divisées harmoniquement
par la quadrique X, ¢’est, comme on sait, unc conique, T,
A toute section plane de la surface S, déerite par P, cor-
respond ainsi une conique T'; aux sections, par deux
plans Q et ', correspondent ainsi deux coniques T'
et I qui ont (uatre tangentcs communes; les quatre
systémes de points qu’clles déterminent sur Q four-
nissent quatre points de S, situés a la fois sur Q et Q,
c’est-a-dire sur leur droite commune; par suite, la sur-
face S est du quatriéme degre.

C’est d’ailleurs une surface de Steiner, car il suffit

de poser
W = u. Y+ A=y
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pour voir que les coordonnées de ses points sont des
fonctions rationnelles du second deéré de ces deux nou-
veaux paramétres. A toute section plane de S corres-
pondra une relation du second degré, entre u et v, qui
exprimera que les points M et M’ sont sur une méme
tangente a la conique T', que nous avons définie géomé-
triquement tout a 'heure.

Les diverses coniques T, correspondant aux divers
plans de I'espace, dépendent de trois paramétres arbi-
traires, ct sont telles que, si 'on choisit arbitrairement
deux d’entre elles, toutes celles du faisceau tangentiel
qu'elles déterminent appartiennent a cette famille de
coniques (car on obtient ainsi les coniques qui corres-
pondent aux sections de S par des plans issus d’une
méme droite). L'équation tangentielle de ces coniques
est donce de la forme

)\1F1 -+ )\21‘2 -+ )\3F3 -+ MI‘,, = 0.

Elles sont harmoniquement inscrites aux coniques d’un
certain faisceau ponctuel. Parmi ces coniques T, il en
existe une infinité qui se décomposent en deux points,
deux a deux conjugués aux coniques du faisceau ponc-
tuel envisagé : ces points s¢ correspondent donc deux a
deux dans une transformation du second ordre, qui est
définie, comme on sait, par la donnée de quatre couples
de points homologues. Or, on obtient évidemment
quatre de ces couples en considérant les points ou la
conique Q coupe les plans de coordonnées et le plan de
Pinfini. Si, en effet, 'un des deux points M et M’ qui
définissent le point P vient dans un des plans de coor-
données ou dans le plan de I'infini, il en est évidem-
ment de méme du point P : les points de S situés, par
exemple, dans le plan des YZ correspondent donc aux
cordes de Q qui pivotent autour de chacun des points
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ou Q perce ce plan. On les obtiendra en prenant pour
les racines de I’équation

ay\2+2a,h+a,=o0

et en laissant A arbitraire. Leur lieu se compose donc
visiblement de deux coniques. On obtient de méme
deux coniques dans les autres plans de coordonnées et
dans le plan de Pinfini.

Considérons mainicnant deux points quelconques, w
et u/, se correspondant dans la transformation du second
ordre définie par les quatre couples que nous venons
d’envisager; aux cordes de Q, passant par ces points,
correspondent les points d’une certaine section plane
de S. Or, si la droite MM’ passe par u, les paramétres A
et )/ sont liés entre eux par une relation homographique
involutive ou, ce qui revient au méme, u et ¢ par une
relation linéaire; les coordonnées de P sont, par suite,
des fonctions rationnelles du sccond degré d’un seul
parameétre, et il décrit donc une conique. A I'ensemble
des points p et w' correspond donc une section plane
qui se décompose en deux coniques.

On peut choisir arbitrairement le point y, ¢’est-a-dire
la relation involutive entre A et )'; le point p' est alors
bien défini, en général. Si I'on suppose le point p sur
la conique Q, il lui correspond de méme une conique
de la surface : nous verrons tout 4 I'hcure & quoi elle
est assujettie.

Dans toute transformation du second ordre, il existe,
comme on sait, quatre points qui coincident avec leurs
réciproqucs; & ces couples doubles correspondent quatre
plans tangents 4 S en tous les points d'une méme co-
nique.

Les points de rencontre des cotés opposés du qua-
drangle formé par ces quatre points sont tels que le
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conjugué de chacun d’cux est indéterminé sur la droite
qui joint les deux autres : soient a, 3, y ces points, et
' un point quelconque de la droite By. Alensemble ao!
correspond une section plane de S, ct, quand o' déerit
By on obtient ainsi diverses sections planes ayant une
partie commune qui correspond au point « : cette parlie
commune ne peut étre qu’une droite, qui est une ligne
double de la surface, puisque tout plan passant par cette
droite ne coupe en outre S que suivant une conique.
Ainsi, aux points a, 3, Y correspondent trois droites
doubles de la surface : clles forment les arétes d’un
triédre dont les faces correspondent aux couples (a, 3),
(P, v) et (y,2). Le point commun a ces trois droites
est un point triple de S.

Les tangentes menées de 2 aux diverses coniques T
forment évidemment une involution, puisque, d’aprés
leur définition méme, ces coniques doivent étre con-
juguées a deux droites fixes issues de 25 par suite, toutes
les coniques T tangentes a une méme droite issue de a,
le seront a4 une seconde; or, a ces coniques correspon-
dent sur S des sections planes assujetties seulement a
passer par un certain point de la droite double A; ce
point correspond donc a deux cordes distinctes issues
de a: c'est pourquoi il est double. De méme, le point
triple correspond aux trois couples de points interceptés
sur la conique Q par les cotés du triangle a3y.

On peut enfin remarquer que deux coniques quel-
conques de S ont un point communy; il correspond a la
corde de Q qui passe par les deux points auxquels cor-
respondent ces coniques.

Si les points M ct M déerivent Q en restant confon-
dus, le point P décrit sur S une courbe gauche du qua-
trieme degré, E 5 en cflet, la conique Q et une quelconque
des coniques T' ont quatre tangentes communes, aux-
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quelles correspondent quatre points d’'un méme plan
situés sur cette courbe. Sila conique T touche Q, deux
de ces tangentes communes se confondent, et par suite
aussi deux des points ou le plan Q coupe la courbe
gauche. Si, en particulier, T se décompose en deux
points, dont I'un est sur Q, la conique correspondant 4
ce dernier est tangente a la courbe E. Celle-ci est donc
bitangente aux plans de coordonnées et au plan de I'in-
fini.

Si T est bitangente a Q, la relation entre A et ) sc ré-
duit, comme on sait, & une relation homographique : a

ce cas correspond la section de S par un plan bitangent
aE.



