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[Bi2c] [K9a]
APPLICATIONS DES METHODES DE GRASSMANN (');
YECTEURS DANS LE PLAN; DEFINITIONS, PROPRIETES ;
Par M. F. CASPARY.

1. Notions préliminaires. — Soient A, B, C trois
points quelconques; les différences C—B, A —C,
B — A représentent alors (voir Nouvelles Annales,
t. XVII, p. 391, 1898; définition 4°) des vecteurs dans
le plan A, B, C, définis en grandeur, sens et direction.

Dans ce Mémoire, je ne m’occupe que des vecteurs
dans lc plan. Pour les désigner, J’'emploierai dés lors les
minuscules de I'alphabet latin en caractéres gras; con-
séquemment je pose

C—B=a,
(1) i A—C=h,
B—A=c.

Quant a la grandeur (longueur) des vecteurs, j’em-
ploie, pour la désigner, les minuscules de 1'alphabet
latin en caractéres romains, de facon que les longueurs
des vecteurs a, b, ¢ sont désignées par a, b, ¢. Par
conséquent, les caractéres a, b, ¢ représentent les
cotés BC, CA, AB du triangle ABC (fig. 1).

Comme les wecteurs sont définis en grandeur, sens et
divection, ils peuvent étre transportés, dans le plan,
parallélement & eux-mémes. De la résulte que le vec-
teur a, défini jusqu’a présent par C — B, représente
aussi chaque vecteur du plan, ayant la longucur a, étant

(") Voir Youvelles Annales, t. XVIL. p. 38q: 18g8.
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paralléle a a et de méme sens que a. En désignant un
vecteur qui posséde ces trois propriétés par a/, om
aura a'= a. Réciproquement I’égaliié a’—a exprime
que les deux vecteurs a’ et a sont paralléles, de méme
longueur et de méme sens. De plus, I’égalité 8/’ = — a
exprime que les deux vecteurs a' el a sont paralléles, de

Fig. 1. Fig. 1 bis.
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méme longucur, mais de sens opposé. Enfin 1'égalité
a’ = )a exprime que les deux vecteurs a' et a sont pa-
ralleles, que leurs longueurs a’ et a sont dans le rap-
port A : 1, et que leur sens est le méme ou opposé, sui-
vant que X est positif ou négatif.

Pour désigner, dans les figures (diagrammes), le sens
d’'un vecteur, j'emploierai une fléche dont la pointe
marque la direction positive.

Comme les vecteurs peuvent étre transportés paral-
lelement a eux-mémes, a2 un diagramme quelconque
correspond un autre diagramme, ou les vecteurs sont
issus d’'un méme point O. Je donne a ce point O le nom
de pdle, ct jappelle conséquemment le diagramme cor-
respondant diagramme polaire. Le diagramme polaire
met en évidence les relations angulaires, si I'on fixe
encore un sens de rotation. Dans les articles suivants,
j’emploierai comme sens de rotation le sens opposé a
celui des aiguilles d’une montre.

Ceci établi, j'appelle angle formé par les vecteurs a
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et b l’angle que la direction positive du vecteur a doit
décrire, dans le sens de rotation fixé, pour coincider
avec la direction positive du vecteur b. Comme les
directions positives des vecteurs sont marquées par les
pointes des fleches, on peut aussi dire que [’angle
Jformé par les vecteurs a et b est celui que la pointede
la fléche de a doit décrire, dans le sens de rotation
fixé, pour coincider avec la pointe dela fleche de b.

Je désignerai, dés lors, ['angle formeé par les vec-
teurs a et b par (a, b).

Pour illustrer les notions que je viens d'établir, j'cen-
visage le triangle ABC. La fig. 1 montre ce triangle et
les vecteurs a, b, ¢, définis par les égalités (1), avec
leurs {léches. En menant par le point O trois vecteurs,
respectivement = a, b, ¢, on obtient le diagramme po-
laire (fig. 1bis) du triangle ABC ( fig. 1). Ce diagramme
polaire met en évidence que la somme des angles (b, ¢),
(c,a), (a,b) est égalec a 2w ou 4 quatre angles droits.
De plus ce diagramme polaire met en évidence que

(b,c)=m—aq,
(2) ((c,a)=m—§,
( (a,b)= T

ol a, 3, v sont les angles intérieurs du triangle ABC,
dont la somme est égale a =.

2. Définition des produits extérieur et intérieur de
deux vecteurs a, b.
Si DPon désigne par a, b les longueurs des vec-
teursa,b:
1° Le produit extériewr des vecteurs a, b, repreé-
senté par [ab], est défini par 'égalité
|ab]=absin(a.b);

2° Le produit intéricur des vecteurs a. b, repre-
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senté par [a|b], est défini par I'égalité
[a]b]=abcos(a,b).

Si le vecteur b est paralléle au vecteur a, et tout par-
ticuliérement si b coincide avec a, onab=a; b =a;
sin(a,a)=o0j;cos(a,a)=-1.

Par conséquent, on tire des définitions 1° et 29,

$ [a a]l=o,

() { [a]a]l= a2

En désignant, de plus, par I'exposant la racine

1
2
carrée, prise avec le signe positif, on obtient

(4) a=[a|a]1‘5

et Pon voit que la longueur a d’un wecteur a est déter-
minée par la racine carrée, prise avec le signe positif,
du produit intérieur [a|a].

Comme d’aprés la définition de Pangle (a, b),
I'angle (b, a) est égal 4 2= —(a, b), des définitions 1°
et 2° dérivent encore les formules

) [a bl=—[b al.
[a|b]= [b]la],

d’ou résultent les théorémes :

1. 8i l'on change dans un produit extérieur de deux
wvecteurs [’ordre des vecteurs, le produit extérieur
change de signe.

Il. Si lon change dans un produit intérieur de
deux vecteurs l'ordre des wecteurs, le produit inté-
rieur reste invariable.

Comme les expressions [ab] et[a|b] sont appelées
produits extérieur ct intérieur, jappelle encore les
algorithmes qui lient a & b multiplications extérieure
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ct intéricure et je dis que dans les produits [ab]
et [a]|b] les deux vecteurs sont multipliés, I'un par
Pautre, extéricurement et intérieurement.

3. Somme et difference de deux vecteurs. Somme
algébrique de vecteurs quelconques. Théorémes.

Soient p, et p, deux vecteurs quelconques. Comme

Fig. 2 Fig. 2 bis.

(4 i ®

P,—P=p,+p,=2(M—0)=R—-0.

les vecteurs peuvent étre transportés, parallélement a
cux-mémes, on peut les porter bout a bout ( ffg. 2) et
poser
pi=P,— Py
p:=Pa— Py,
d’ou suit
P1—Pp:=Ps—P,.

Comme le vecteur — p, (fig. 3) représente le vec-
teur paralléle a p,, de méme longueur que p., mais de
sens opposé, on a :

L. Pouwr construire la somme (différence) de deux
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wecteurs quelconques p, et p., on méne par un point
quelconque P, le vecteur P, — P, égal a p,, et par le
point P, le vecteur Py —P,, égal & py (@ — pa); le

Fig. 3. Fig. 3 bis.

P,—P,=p,—p.=2(M—0)=R—0.

vecteur Py — P, représentera la somme (différence)
des deux vecteurs p, et po.

us généralement soien 1y P2y ---, Pn 1L vecieurs
Plus g 1 t t , L
quelconques; leur somme algébrique

gP1-—EP2t...+€ExPn (215825 ooy 2p="E1),

devicnt, si 'on pose :

S ceeey
‘ Pn=2r(Pr— Pus),
égale A P,— P,. Donc
IV. Pour construire la somme algébrigue

PPt o+ pPa (511525"':~n—+[)s
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des vecteurs quelconques Py, Pay ..., Pu, 0n meéne par
un point quelconque P, le vecteur P,—P,=¢,p,,

Fig. 4. Fig. 4 bis.

Pi—P=p,—pP:--P;" "}(M_O}ﬁ R -0.

cest-a-dire paralléle & py, de méme longueur que p,
et de méme sens ou de sens opposé, suivant que ¢, est
positif ouw négatif; par le point Py on mene le vec-
teur P, — P, =¢.p., etc. En continuant cette con-
struction jusqu’ au dernier vecteur P, —P,_y =¢,p,,
le wvecteur P,— P, représentera la somme alpé-
n 0 8
brigue ¢, py+ ©2Pa~+. ..+, Du-

Si le point P, coincide avec le point Py, la diffé-
rence P,— P, est égale & o; dans ce cas le poly-
gone P, P, ..., P, se ferme. Donc

V. La formule
GqP1+ @Prt.. . Pa=0

(=xprium que les wecteurs Piy P2y - -y Pn peuvent fOI'-
mer un po[._ygone fermé.

Dansle cas ou n =3, ce théoréme cst représenté par
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la formule
(7) a+b+c=o,

qui résulte des formules (1) et exprime que I'on peut
former un triangle avec les vecteurs a, b, ¢. Donc

Si trois vecteurs a, b, ¢ sont liés par la relation
a +b + c=o0. on peut en former un triangle.

Fig. 5. Fig. 5 bis.
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Pi—Pi=p, -p.—p —pPi=4(M—0)=R—0.

Les fig. 2, 3, 4, 5, 6 montrent, dans le cas de deux,
trois, quatre ou cing vecteurs, la construction de la
somme algébrique, établic en IV.

On a, dansla fig. 2, P, —Py=p, +p.; dans ]afb
P,—P,=p,—p.;danslafig. 4, Py —~P0.—p,—-pg+p3,
dans la fig. 5, Py— Py=p,-—~Dp:— pPs — D5 dans la
Sig. 6, Ps—Py=p/+pP2—PpPs+P:—P;-

A la construction polygonale IV qui est connue cor-
respond la construction polaire de la somme algébrique

P 2Prt.. 2 Pa (21,20, ooy ep="E1)

que je crois nouvelle.
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En effet, au lieu de porter les vecteurs py, p., - .-, Pr
bout a bout, on peut prendre un point quelconque O
comme origine commune. Alors on peut poser

‘Pl”—‘slkAt——O).

(6bis) 7= (A —0),

( Prn= e (Ap— O)

En formant I'expression s, p,—+ caPa—+...+ ¢, Pu
on obtient

gPL+ aPe—-. ..+ 5 Pu=n(M—0),
ou le point M, défini par
M=\ 4+ N\, ...+ \,,

est le point moyen des points Ay, Ay, .... A, dont la
conslruction dérive immédiatement des définitions 1°
et 2° du premier article (voir Nouvelles Annales,
t. XVII, 1898, théoremes Il, p. 394, et XIII, p. 404).

Donc
IV bis. Pour construire la somme algébrique
5 q
S P1+-Prt...+ < Pn (2182 oo vy sp=1E1)
des vecteurs p,, Pz, -+ ., P, 00 méne par un péle quel-
conque O les vecteurs
Al“—O:E')plv ‘\2’_‘0252132, ooy Ap,—O= EnPns

cest-a-dire paralléles respectivement a p,, Pa, .-, Pus
de méme longueur que py, Ps, ..., Pn et de méme sens
ou de sens opposc; suivant que €, ea, ..., €, sont posi-
tifs ou négatifs. On construit alors le point moyen M
des points Ay, Ay, ..., Ay, défini par

aM=A+A,4... A,

le vecteur M — O, pris n fois, représentera la somme
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algebrique

g P+ pPrt...+¢pp=n(M—0)=R — 0.

Dans les figurves polaires 2 bis, 3 bis, 4bis, 5 bis,
6 bis le point moyen M est construit pour n=2, 3, 4, 5.
Le point Mest : pour n=2, le milicu du segment A, A,
(fig. 2 bis et fig. 3 bis); pour n = 3, le centre de gra-
vité du triangle A, Ay A, (fig. 4 bis); pour n =4, le
milieu du segment qui joint les milieux de deux cotés
opposés du quadrilatere Ay Ay A3 A, (fig. 5 bis); pour
n=>5, le point d’intersection des droites A;M;, M; étant
le point moyen du quadrilatére AxA; A, A5 0, A, L m,
n=t,2,3,4,5(/ig.6 bis). Pourun n quelconque, le point
moyen cst le point d’intersection des droites A;M;, M;
étant le point moyen du polygone Ay A, A;_ A .. A,
T=1, 2,...,.

Le vecteur R — O, dans les fig. 2 bis et 3 bis; 4 bis;
5 bis; 6 bis égal respectivement a 2 (M — O); 3(M —O);
4(M —0); 5(M — O) représente p, + p. ( fig. 2bis);
Pi— P2, (fig. 3bis): pi—DP2+ps (fig. 4 bis);
Pi—P:—Ps—DPs (fig. 5 bis); pi—+P.—P:+Pi—DPs
(fig. 6 bis), etl’on voit que ce vecteur R — O est paral-
léle et égal au vecteur correspondant Py — Po; Py — Py
P,—DP,; P, — P, des figures polygonales 2 et 3, 4,5, 6

et qu’il a le méme sens.

4. Théoréme fondamental, relatif & trois vecteurs
quelconques. — D’aprés le théoréme V,, entre trois
vecteurs a, b, ¢ formant un triangle existe la rela-
tion a 4+ b + ¢ = o. Ce théoréme n’est qu’un cas par-
ticulier du théoréme suivant :

VI. Entre trois vecteurs quelconques a,, a,, a,,
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cxiste toujours une 1clation lineaire de la forme
%1y + A3+ Q33 = 0O,
%y, 72, %y €tant des coefficients positifs ou négatyfs.

Fig 6 g 6bis

P,—P =p,+p.—pi+p —p,=5(M—0)=R-0

Pour démontier ce théoréme, jefais remarquer queles
vecteurs 2, 8, 7, &,, 73 &3 pourront toujours étre trans—
portés parallélement a eux-mémes, de facon a former
un triangle A, A, A;. Comme les vecteurs A, —A,,
Ay— A, A,— A, sont paralléles respectivement a a,,

a», a3, o1 aura
s Ay— \_)*113.1

\1— \u:‘ﬁzal
( \,— \1: 72

Suirant que \,—A,, \\—\ [ \,—\, sont de méme
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sens quc ay, &, a3 ou de sens opposé, les coellicients «,,
ag, %3 seront positifs ou négatifs et, quant a leurs valcurs
numériques, ces coefficients représentent les rapports
AsAzia, AsAytas, AjAstay; ay, ay, ag étant les lon-
gueurs des vecteurs a,, @, a;. En ajoutant les formules
précédeates, le théoréme VI est démontré.

On peut aussi donner a ce théoréme I’énoncé suivant :

VI1. Chaque vecteur s’ exprime d’une facon linéaire
par deux vecteurs guelconques.

5. Conséquences du théoréme V1. — De la rclation
linéaire
A&y = A89+ Q383 = 0
(ui existe entre trois vecteurs quelconques, on peut dé-
duire des conséquences aussi importantes que simples.
En cffet, si 'on multiplie la relation
A&y A+ %323=0
extérieurement par a,, a., a;z, on obtient
s azlara,] — xfaza] =o,
aaza;]—a[ajas] =o,
i X a[azay] —x[aa3] =o,
d’ou suit
ayldylaz=[araz]:[aza;]:[aa,]
Par conséquent, on a identiquement
(8) lasazla;+[aza;]as+[ajaz]az=o.
Par multiplication extérieure et intérieurc, on en tire,
a, étant un vecteur quelconque,
(9) [asas][aras]+[aza,][a; a.] +[a1a:][a; as] = o,
(r0) [a:as][ailas]+ [asai][az]a:] +[aia2][as]as] = o.
De méme, si 'on multiplie intéricurcment la relation

%181 -+ %289+ A3A3= O,
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on obtient

a[agla] + 2x[az|a;] + as[azla] = o,
a[ajlas] + aefazjar] + az[azlas] = o,
a[ajlas] + ax[aslas] + az[azlaz] = o:
d’ou suit
lailar] [aq]ai] [as]ay]
(11) [ai]as] [a:las] [as|az] |=o
[ailas] [azlas] [as|as]
ou

ajajai—aj(a.las P —ajfasla, |*

(12
) —q%[allagj‘l—f—‘l[a2!a3][33!a1l[aljag]zo.

6. Expression d’un wvecteur au moyen des deux
wecteurs unitaires e, et 8y. Nouvelles expressions des
produits extérieur et intérieur de deux wvecteurs. —
Soient (fig. 7) A un point de coordonndées a, et a, par

Fig. 7.

rapport a deux axes rectangulaires d'origine E; e,, e,
deux vecteurs de longueur égale a I'unité positive et
dont les directions positives sont paralléles aux direc-
tions positives des axes. J'appelle ces vecteurs e,, e,
wvecteurs unitaires.

Alors on a

A—E=(A—E)+ (A=A
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Comme
(A—E =a,e,

{ A =N =uwe,,

on obtient, en posant A —F = a,

(13) a=a,e -+ aye,.

Donc
VIIL. Le vecteura, dont le; projections sur deux axes
rectangulaires sont a, et ay, s'exprime par l'égalité

(13) 2 = a;e;+ 228,

oit e, et e, sont les deux vecteurs unitaires.

D’apres ces définitions et les délinitions générales du
n° 2, les vecteurs e, e, sont soumis aux conditions

(14) [ere]=o, [e: 8]=0, [ere]=1;
(1) [ejle ] = 1. [eriex] =1, |ees] = o.

Soit un autre vecteur

b = b,e,+ bse,.

Si I'on maltiplie les deux vecteurs a ct b en tenant
compte des conditions (14) ou (13), on oblicnt denx
expressions dilférentes, savoir

aby—ayb, et aybhy+ azh,.

Je vais démontrer que ces expressions sont précisé-
ment égales a [ab] et [a|b], de facon que Pon a
[ab]=a;bs—ashy,

(16)
[aib]=a;by-—ash,.

(7)
En effet, d’apreés la fig. 8, on a

bl =Db cos(e,, b)’

b, = bsin(ey, b),

s=asin(e;,a),

{ a;=acos(ey,a),
{ a
XVIHE. (Juin 18qg.) 17

(18)

Ann. de Mathémat.. 3¢ série, t.
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d’ou il suit

fl

a;by—ayb; = ab sin (e, b)— (e, a), = absin(a, b)=[ab],

[ a;b,~+ asb, =abcos (e, b)—(e,, a)} = abcos(a, b) =[a|b].

Il est bon de remarquer que Pon n’a pas besoin de
figure pour établir les égalités (18). Ces égalités se
déduisent immédiatement si 'on multiplie extérieure-
ment et intéricurement par e, les expressions

a=a;e — a6,
b=b,;e,+Dbse,.
De cette maniére, on obtiendrait par exemple

[eila]=ai[eile) ]+ ax[ei]e:]
ou
acos(ey,a)=ay,
et de méme les autres relations (18) ().

Remarque. — Entre les expressions des vectears et
des points il y a une liaison éiroite. Si 'on donne 4
Pexpression (13) du vecteur a

A—E=ae +aye,
la forme

(19) A=E- aje; ~ aye,,
on a

IX. Le point A, dont ay, a, sont les coordonnées par
rapport & deux axes rectangulaires, s'exprime par

(1) Les identités qui se présentent parfois dans les problémes les
plus ¢lémentaires de la Géomélrie prennent souvent une importance
considérable dans les problémes élevés de PAnalyse. Ainsi les iden-
tités obtenues par la substitution des formules (16) et (17) dans les
identités (g ) et (10) m’ont permis d’établir des relations importantes
pour la théoric des fonctions théta. (Voir Math. Ann., t. X\VIII,
p- %03, et Journal Jar die reine und angesvandte Mathematilk,
. NCVL p.oa82 et 3241t XCVILL p. a6)).
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l'égalité
(19) A=E+ae +ase,.

o E est un point quelconque ct e,, e, sont les deux
vecteurs unitaires dont les directions positives sont
paralléles aux directions positives des axes.

Dans l'article suivant, je ferai usage de cette expres-
sion grassmanunienne du point A,

7. Complément d’un vecteur. — Pour réunir dans
cet article toutes les notions nécessaires aux applications
des vecteurs, je vais encore détinir le complément d’un
vecteur. Soit m un vecteur quelconque; si Pon fait
tourner le vecteur m d’un angle droit dans le sens de
rotation fixé, le vecteur ainsi obtenu est le complément
du vecteur m. Je le désigne par un trait vertical,
placé devant le caractére m, ¢’est-a-dire par |m. Donc

X. Le complément du vecteur m, désigné par |m,

est le vecteur que l'on obtient en faisant tourner le
vecteur m d’un angle droit dans le sens de rotation

fixé.

De cette définition V'on déduit immédiatement que le
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vecteur {m a le méme sens que m et la méme longueur,
mais que l'angle (m, |m) est égal a + -i-‘ﬁ.
Si I'on forme le complément du vecteur |m. c’est-

a-dire si l'on fait tourner d’un angle droit le vecteur |m,
on obtient le veeteur — m. Donc

XI. Le complément du complément de m est égal
a —m, ou en formule

|m =-—m.

En appliquant ces définitions aux vecteurs unitaires
e,, @,, on a les égalités

|er= ey,

(,0)
lex= ey,

qui changent les formules (14) et (153) les unes en les
autres.

Plus généralement, le produait intérieur peut se
déduire du produit extérieur : c'est le produit extérieur
d'un vecteur quelconque par le complément d’un autre
veceteur.

En cffet, le produit extérieur, formé par a et |b, c’est-
a-dive [a(|b)] est égal a absin(a, |b). Or, 'angle (a, |b)
est égal a iz - (a, b); done

<in(a. b)=rcos(a. b)

ot. pav vmls(-(lucn I,

[ab] —fa( b)].

De méme, du produit intericur peut se déduire le
produit extérieur.

On voit par la que le trait vertical qui apparait dans
le produit intéricur et celui qui représente le complé-
ment sont identiques. Dans certaines applications, cette
identité posséde une importance considérable.
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8. Applications. — Les notions que je viens d’ex-
poscr suffisent pour toute application des vecteurs.
Pour en donner quelques exemples, je vais en déduire
les éléments de la Trigonométrie, ainsi que quelques
théorémes géométriques.

a. Lléments de la Trigonométrie. — Soient a, b, ¢
trois vecteurs formant un triangle et liés, conséquem-
ment., par I'égalité

;) a+b-+c=o.

En multipliant cette relation extéricurement par a,

on a
|aa] +[ab]+|ac]=o.
Comme
laa] = o et lac] =—|ecal,
on obtient
(1) [ab] = |ca]
ou
absin(a,b) =casin(c.a),
ou
(214) b sin(a, b) = csin(e, a),

ou, d’apres les formules (2),
(219) b siny = csin §.

En multipliant la formule (7) intéricurement par a,

on a
(22) [aja]+[ab|+|alc]=o0,
ou
a2-+- ab cos(a, b)+ accos(a, ¢c)=o0,
ou
(221) a +bcosca, b)+ccos(a,c)=o0,

ou, en vertu des formules (2)

(22,5) a—Dbhcosy—ccosd =0,
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Enfin, si 'on donne a la relation (7) la forme
a+b=—c

etque Pon forme le produitintérieur des deux membres,

on obtient
[(a +Db)|(a +Db)]=cle],

ou

(23) [ala] —[blb]—2[alb] = [cle],
ou

(231 a?— b2+ 2abcos(a. b) = c2.
ou

(232 a2— h2— >ab cosy = c2.

Par les formules précédentes sont établies les relations
fondamentales de 1a Trigonométrie, hormis les relations

(25) { (b—c)cosha=asin}(B—7),

| (b+c)sinla=a cosz (B — ).

Pour établir les formules grassmanniennes qui corres-
pondent & ces relations, je fais usage, dans la démons-
tration, de la méme figure que 'on emploie en Trigo-
nométrie ordinaire.

Soit ABC (fig. 9) un triangle quelconque;
DA=AS=BC=c.

Comme les veeteurs D —C et S — C ont la méme
direction que le vecteur b, on a

D — C = ¢b,

S — C = sb,
o ct o étant des coeflicients. Or, de ces égalités résulie

CS = 3h.
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ct comme CD=b — . CS=Db +4c¢,ona

b —c¢ = db,
b—+c=g3b,
donc
(p_c=b=Cy
) b
l)—v—(‘
S—C= b
b
Fig o Fi2 qbus
5 Ly

En substituant ces valeurs dans les identités
(B-—-D)+(D—C)+(C—B)=o,
(B—8)+(85 —C)+(C—B)=o,
ct en posant

B—D=m,
gB—S =n,

on obtient

‘m+ l)—;cb—i—a:-().
4 {
(>4) b+c
n-*——H—b-J—a_—o

Fn multipliant extérieurement la premiere égalité
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par m ct la scconde parm, on trouve

\ b—E—C[bm] = [ma],
(23) ] b—+c¢
[ 2 bn | =na),

d’ou suit

R { (b—c)smn(b, m)=asin(m, a),
(251) ! . .

[ (b+c¢)sin(b, n)=asin(n, a).

Ces formules se transforment immédiatement en les
formules (23.), si de la fig. 9 bis représentant le dia-
gramme polaire de la fig. g ct des formules (2), 'on
déduit les relations angulaires suivantes :

1. (b.m)=!(b, c) =T a%

. sz (b, n) = 3= — (b, ) = Toas
PU s ma = w @) e a)= =1,
(i . a)=}m—})(a.b)—(c,a)=}r—i(F—7)

Silon ne veut pas recourir aux diagrammes polaires,
le caleul grassmannien permet, dans tous les cas, d’éta-
blir directement les relations angulaires. Pour montrer,
atitre d’exemple, la maniére de procéder, je vais éiablir
par ce caleul les relations (26).

Au moyen de la formule (7), les égalités (24) se
changent en

bm = be--cbh.
27) bn =bec—ch.

En muliipliant intéricurement la premiere égalité

par b et par ¢, ona

bibm|=b[bc]-—c|bb], blem]=Db[cc|+ c[blc],

ou .
[bm|=|bec]—be, blem]=cibc—+[bec].

done
(|bm]—=hlcm],
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ou
cos(b, m) = cos(c, m).

D¢ méme on tire, en multipliant extéricurement la
premiére égalité (27) par b et ¢

(bm]| = [be], bime] = c[be],

done
¢/bm] = b[me],
ou
sin(b, m) = sin(m, ¢).
Comme
sin(b, m) = sin(m, ¢) et cos(b, m) = cos(m, c).
ou a

(b, m)=(m, c¢).
Or, on a l'identité angulaire

(b,m)-+(m,c)=1b, c);
done

(26;) (b.m)=(m. ¢c)=L(b, ¢c).
Si Pon multiplic intéricurement les deux égalités (27),
on trouve

bfmn]=b2[c'c]—c2bb]=hb2c2— c2b2= o;

par conséquent les deux vecteurs m et n sout rectangu-
laires 'un i autre, et angle (m, n)= i{= (voir fig. 9
et g bis).

Or, on a identiquement

(b) m) —+ (m7 n) = (b> n):
donce

(265) (b.n)= 4=+ 4(b.c.

De plus, on a identiquement

(m.a)=(m,¢c)=-(c.a) = §)<b.c;+(c.a\+(c,a);.
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ou, comme
(b,c)+(c,a)+(a,b)=r2r,
(263) (m,a):u—-gf(a,b)——(c,a):.

Enfin, il résulte de I'identité angulaire

(m,n)+(n,a)=(m,a).
ou
(n,a) =(m,a)— =,

la dernicre des relations (26), savoir
(264) (n,2) == —il(a,b)—(c,a)l.
B. Théoréme de Stewart et sa généralisation.

Soient (fig. 10) A, B, C trois points, situés sur une
méme droite; O un point quelconque. Si I'on désigne

Fig. 10,

A

e c
K4 Y -

les vecteurs A — O, B— O, C— O parl, m, nect les
segments BC, CA, AB par a, b, ¢, ot a+b+4c=o,

on a
m-—n—+(C—DB)=o.

Comme les points A, B, C sont situés sur la méme

droite, le vecteur C — B coincide avec le vecteur A —C;
par conséquent on a

(C—B)=X(A — C),
BC = )CA,
a = )\l)
ol

3= 2 A0y = 21—
C_l__h(,\ C).‘h(l n).
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donc

m——n-&—ﬁ-(l—n):o,
oun
(28) al+bm +cn =o.

Par multiplication intérieure résulte
(29) a?[1[1]+ b2[m |m]+ 2ab[l|m] = c2[n n].
Oron a
(B—A)=m—1:
donc
c2=m2+ 12— 2[1|m].
Par conséquent I’équation (29) prend la forme

(30) a2l24 b2m?2+ ab(m?2+ 12— ¢?) = c2n?,

o a(a-+Db)l2+Db(a—+b)m2— abc2= c2n2.
En divisant par a 4+ b =— c résulte la relation
al2+ bm2~+ cn2+ abe = o,
d’ou suit (') :

XIIy. Tutorkvwe pE Stewarr. — Si l'on joint un
point quelcon(/ue O aux trois points A, B, C situés sur
une méme droite, les segments AO, BO, CO; BC,

CA, AB sont liés par la relation
BC.OA2+ CA.OB2+ AB.OC2+ BC.CA.AB =o.
Généralisons le théoréme : Soient (fig. 11) A, B, C

trois points absolument quelconques; 1, m, n les vec-

teurs A— O, B— O, C —O; 1, m, n leurs longueurs.

(') Voir M. CuasLEs, Apercu historique, Chap. IV, § 28. 2¢ édit.,

p. 155, Parist 1855,
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D’aprés la formule (12), on a

Pm2n2— B2[m|n]*—m?[n|l1}2—n2[l|m]}
+2[m|n|[n|l][ljm]=o0.

Fig. 11
4
A
[// // .
e
/l"\; “f—é Ne
’:\“ fY /"//‘i
NG
Or
2[m|n] = m2+ n2— a2
a2ln |l )= n2+ 12— b2,
of Tim] = 12 —m2—¢2;
donc

s pl2m2n2—P2(m24 n2—a2)2— m2(n2+ 12— h2p2
(31) - n2(124- m?2 — ¢2)2

l\ + (22— a2)(n2+ 22— Db2)(124+ m2-—- ¢2)= o,
d'ou résalte (1) :

XII,. Tutorikve e STEWART GENERALISE. — Fntre
les six segments qui relient quatre points A, B, C, O
absolument quelconques, existe toujours la relation
sutvante :
10A2.0B2.0C2— 0\2(0OB2+ 0C2— BQC2 2

— OB2(0C2+ OA2— CA2)? — OC2(0A2+ OB2— AB?2)2

(OB 0C2—BC2)OC24+0A?—CA2)0A2+0B2—AB?)= 0.

tn développant la relation (31), on arrive aux deux

formes suivantes dont la premiére a é1é donnée derniére-

(') Voir L.-N.-M. Carxot, Mémoire sur la relation qui existe
entre les distances respectives de cing points quelconques pris
dans I'cspace, p. 6 et 71806, Pavis.
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ment dans I’ Intermédiaire des Mathématiciens (t. 1V,
p. 26 et aussi p. 163) :

(a212+ m2n?) (b2 + ¢2— a?)
‘ “+(b2m2+n212) (c2+ a2— b?)
(3[1) <
—+(c*n2+12m?) (a2 + b2 — ¢2)

V== a?l*+ b2m*+ c2n* + a2b2c?

o]
-

[ a2l2(m2+4-n2 — 124 b2+ c2— a2?)

(319 s - b2m2(n2+ 12— m?+ c2+ a2 — b2)
t2) \

’ “+e2n2(124-m2— n2+— a2+ h2—c?)

\

= a?b2e2 - m2n2a2+ n202h2 4 12m2c2.

Les applications que je viens de donner ont pour but
de familiaviser le lecteur avec 'usage des vecteurs et de
lui montrer comment certains problémes peuvent étre,
grace a eux, résolus avee une remarquable facilité.

Il me reste, dans un nouvel article, 4 introduire Ia
droite et a y ajouter des applications de Vensemble des
¢éléments du plan.



