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[I8b]
SUR LES NOMBRES PREMIERS;

Par M. II. LAURENT.

Je me propose, dans ce travail, d’étudier les propriéiés
des nombres premiers, en me placant 4 un point de vue
qui ne me semble pas encore avoir été envisagé. On ne
connait guére qu’un théoréme, celui de Wilson, relatif
aux nombres premiers et qui distingue ces nombres des
autres entiers. Je commencerai par démontrer un théo-
réme que je crois nouveau et qui ne semble pas décou-
ler du théoréme de Wilson :

Si Pon considére le produit

( =) (1—2%)...(1—an1),
s(l——.r) (1—x*)...(1— z2n-2),

F(r)=«

(1t—rr=1) (1 — =2 . (1 —xn-1%):
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1° 1l se réduit & n"=* si n est premier et @ sérosin
est composé quand on y remplace x par une racine
imaginaire de x* —1 = o,
h —

1 .
) le reste est o, si n est

2° Si on le divise par
composé, il est n"~' si n est premier;
30 Le résidu de
Fn(a)
(xr—1)’

relatif aux racines de x” — 1= o est égal & — n"=2,

La premiére partie du théoréme est presque évidente,
car si n est composé el si a désigne une racine de
x"—1= 0, cette racine sera primitive ou ne le sera pas;
en tout cas si elle 'est, une de ses puissances ne le sera pas,
et si 2/ est cette puissance (1—af) (1— a2f). .. (1—ani~é)
sera nul et F', («) sera nul. Si n est premier toutes les
racines « de £ — 1 = o sont primitives, toutes les lignes’
du produit I',(x) sont égales, pour x = a, au produit

S

(z—az)(;—a‘l)...(z——z"")::T_—ll (pourz=1)

on a nj cn sorte que
Fp(a) = nr-t,

Pour démontrer la seconde partie du théoréme énoncé,
Jobserve que, Q (z) désignant un polynome entier,
on a

Fo(z) ' "
) = Qa) -~

1

F,l(d.,) a
=
r—a, n

%y, %y +e., %,y désignant les racines imaginaires de
x" — 1 = 1. Si n est composé, on a
F.(x
F,;(d[):() et —"—(J——Q(x),

ah—1
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et Iy (x) est divisible par (x% —1) cty @ fortiori, par
't —

1 . .
- Si n est premier,

r—1
F,(x) O 2o
(1 —/ =Q(r)+ Yy —
) 7 ) 7 —a,’
Or
L U \ 7 S
an—1 Nk x—a, naxr—i’
tirons de la
N n 1
T — an—1 xr — 1

pour le porter dans (1), et nous aurons

F” (.Z’) nn—1t nn-2
il Sadv e T = —
an — Qf )+.z-'¢—-| Zr—
ou
< xrn—g
Fu(r)= Q(Z‘)({I"l— 1) — nn—t —+ pn—t
— 1
‘ou
. rn—
Fo(x)=[Q(z)(x —1)— nn-2] -7+ nn=t,
G. Q. F. D.

Enfin, la troisi¢éme partic du théoréme se démontre
en observant que (on ne prend pas le résidu relatif &
Jx==1) cen verta de (1)

f F”('T_) = — nn—-2,

Cela posé, je considére I'équation (1) et |’y remplace x
pose, | 1 1Yy I

x .
par =, elle devient
n

' nr—la; s .
=Q(=)+ —_— $1 n est premier,
xr — nx

(-) si n est composé,
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Prenons encore les résidus en excluant la valeur
X =1, nous aurons

(3

—_— L = phr—l a1 ler
CToNn n <1 n est premier,
-] —
n)

=0 si n est composé.
Or la série

=f(r)

est évidemment convergente quand x n’est pas racine
’ . r\! ,
d’unc équation (~> —1=o0; et lerésidu de f(x) re-
\n

latif A unc couronne circulaire C formée de deux cercles
concentriques a lorigine, 'un de rayon trés petit,
P'autre de rayon R compris entre n et n -+ 1, sera égal a
la totalité des nombres premiers compris entre o et
n + 1. Plus genéralement, si 'on pose

— x

§ Fll<n>

i [<z>" ] .

n—2 —_ — 1| nn—i—1
n

et si pyy P2, .« .., pi désignent les nombres premiers
compris a I'intérieur de la couronne C, on aura

:ﬁ(T)y

~Enm=Y

En faisant grandir R indéfiniment, on pourra calculer
I .

Z — pour tous les nombres premiers.
Pl

Enfin, si 'on pose

-0(z)=(1~]:;;> (l—;;)—...,



on aura

et

, F, (2 i
g((:;:_&E [<§>"<:l:|> z'l-:x’.
n

Nous avons ainsi le moyen de former une équation

nh—1

admetlant pour racines tous les nombres premiers et
seulement les nombres premiers.
Le théoréme de Wilson conduit a un résultat analogue

en observant que
) —

n—r

est un polynome entier si 7 est composé et que le reste
de la division de 2™ — 1 par x” — 1 est "~ —1, si
x est un nombre premier.

On peut trouver plus simplement le nombre des en-
tiers premiers compris entre x, et X comme il suit :

Le produit

i 4 . N
sin — sin — sin
0() 3 n
T ) = PR PR
wr i Al T~
P n

est évidemment convergent quel que soit .x; car le fac-
teur général est de la forme
Am2 22
. l—-—mg—(0<)\<]);
la fonction §(x) s’annule pour z = n, une fois si n est
premier, et, en général, plusieurs fois si n est composé,

6(x)

sinwx

en sorte que =x, sans devenir infinie, n’a plus
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pour zéros que les nombres composés :

() _ ot !
e(‘z‘) ™ CO TC‘T+"1‘

a alors pour infinis simples les nombres composés, et

1

0 () 1
= - Tncotna 4+ -~
x x

(z)

aura pour zéros simples les nombres composés ; enfin

T

7 = f(z)
sin T [-(;—(%v—} — mcotwar — ;7]

aura pour infinis simples les nombres premiers.
Or on sait que, si la fonction f(x) a pour infinis
simples n nombres compris entre x, ct X,

XY i (x)dx

nw —+ arc tang f(X) — arctang f(7) = T::F(T)’

Iy

, . ™ T
les arc tang ¢tant compris entre — ‘; et 5" On pourra

donc poser ]
v Y fl(@) de

n—r' _— e
2
S 1+ f2(x)

o)

«

¢ désignant un nombre toujours facile a calculer et

moindre que I'unité. Nous appliquerons cette formule &

la recherche des nombres composés en nombre ¢ com-

pris entre x, et X; alors

) d[m——‘ncotnz+ L]
O(z) r

0__’(.1') — T CeotTr + —l—]z ’
. I+ ﬁ(r) T TS z

(1) C+z=

A=
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on a, pour | x| < 1,

T oot °F 1 1 1
—cot — — —=—2 + = +...
n n x x?2—n? 2?2 — {n? 7

et, en posant

1 1
Si=1+ — + ¢
ol

3 . .y
T TT ¥ So S, x? Sg Lt
— ot — — - =2 ( = 4+ —— +... )}
n x n? n* nt

T ™r 1
2 <—f cot — — ;) =2(s} +six2+sizxi+.. ).

On en conclut

0'(x) 1

Ty TEOLRL + — = z(s3—28)+ (st—as)z2+...].
Cette formule n’a licu quesi | x| <C1; néanmoins,

en multipliant ses deux membres par

. T 7:3.2'3+
SINTZ = — — —— +...
1 3! ’

on obtiendra unc formule vraie pour | x| > 1, les deux
membres de la nouvelle formule étant syméiriques dans
toute I'étenduc du plan; en prenant les dérivées des
deux membres par rapport & x et en multipliant par
sin?wx, on obtiendra encore une formule valable pour
toutes les valeurs de a; en sorte que (1) prendra la
forme ‘

+ I X box? 4+ byt +. .. dz
c £ = - 0
SINTZ + Qe &2+ ayzt+...

les a et les b désignant des nombres faciles a calculer; ou



( 241 )
méme cn appelant 2,, 2, ... de¢ nouvelles constantes,

X
1 boz? -, ..
c+e= — ———————— dxr
T XAt
S0

ou
)+ bv.Z‘ —+.
— " dr.
Ay = %, X2 4. ..

Al -

'J"o

Il résulte de 1a qu’il existe une fonction

—ii— [w—) — T CcotTx + —]—] sin2na

] %
‘P(J”):,I—. (-2'0)( ) = 2
Y osintma + [0—(———3 — T COLRL + x] sin?we

qui est le quoticnt de deux fonctions synectiques, ct
dont I'intégrale entre les limites oy ¢t X donne 4 une
unité pres le nombre des entiers composés compris entre
ces limites, et 'on a le développement en série du nu-

mérateur ¢t du dénominateur de '.:J (x).



