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[08c]

NOTE DE GEOMETRIE CINEMATIQUE;
Par M. Vitrorio NOBILE.

Je me propose d'indiquer ici quelques propriétés du
mouvement d’un solide de révolution fixé par un point
de son axe ct assujetli a s’appuyer sur une droite fixe d.
Je suppose que le corps ne puisse pas glisser, de maniére
que le mouvement se réduise & un roulement pur. Dans
cette hypothése le systéme est & un seul degré de liberté,
ct un seul paramétre sufliva & déterminer le mouve-
ment.

Si nous considérons la droite OM joignant le point
fixe O avee le point de contact M du corps mobile
avee d, il y aura une position oit OM coupera orthogo-
nalement d; ¢’est cette position que nous choisirons
comme initiale (7).

Tous les points tels que M, considérés sur la surface
du corps mobile, forment une ligne, que nous appelle-
rous par analogic polhodie, dont la détermination est
le premier probléme qui se présente dans I'étude de ce
mouvement.

Soit = le plan perpendiculaire a 'axe du corps et pas-
sant par O, et w la distance du point M & ce plan; soit
en outre v I'angle des deux plans passant par 'axe du
corps ct ruspt:ctivcmeut par le point M et le point de
la polhodic correspondant a la position initiale, ct enfin

(') Il est évident que ce choix est absolument arbitraire, le mou
vement du corps ¢tant indépendant de la position initiale.
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soit u la distance de M a l'axe. D’aprés ces définitions
sl

w = f()

est I’équation de la surface du corps, 1’élément linéaire
de toute ligne tracée sur cette surface est donné par la
formule

(1) ds?= dw[ 1+ f'2(u)]+ urdo?.

Or, puisque la polhodie roule, dans le mouvement,
sur la droite fixe, si nous comptons les arcs de polhodie
a partir du point ot v = o, qui correspond sur la droite
au point My, Varc s sera égal, évidemment, au seg-
ment MM de ladroite. Alors le triangle rectangle OM M

nous fournit deux expressions de I'arc s, savoir

{ s = htang®,

() ?s:x/u?—i—ff(u)—-h“.

Avec la deuxiéme de ces relations la formule (1) de-
vient

(dVurfeu)—r2)* = dut[1 + f'2 ()] + wr de?,

d’ou ’on tire

do == ‘ilf\/<d;‘i ¢u2+f2(u)—h2>2—[:+f'2(u)],

ou encore, en effectuant la dérivation indiquée sous le
radical

(3) do=== ﬂe\/hz[r W = [f) = u f (WP

u ‘u+ fr(u)— h?

qui est 'équation diffécentielle, en coordonnées polaires,
de la projection de la polhodie sur le plan d’un paral-
1éle.
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2. Avant de coutinuer I’étude de la polhodie il faut
préciser le sens des w positives. Nous pouvons les
compter de l'un ou de l'autre cété du point O, mais
nous cheoisirons entre les deux directions celle qui

forme avec le segment OM, un angle moindre que%-

Ceci posé, puisque la droite fixe est la tangente de la
polhodie au point M, on trouve par un raisonnement
géométrique trés simple la relation

dw s

(4) ds :77

ou / est la distance, prise avec son signe, du point O au
point ou ’axe du corps est rencontré par la normale a
la surface au point de contact. Cette relation nous
montre qu’en général (') dans la position initiale la
courbe est tangente au paralléle du point de contact. 11
est d’autre part évident que, dans ce cas, elle est symé-
trique par rapport au méridien de ce point. Pour voir
si aux environs de la position étudiée la courbe est
située au-dessous ou au-dessus du paralléle, il faudra
voir si, au point considéré, v a un maximum ou un mi-
nimum. Or on a, en considérant / comme une fonction
de s,
d2w I s dl

14 L e e e e
(3 & T B s

. ., dl . . .
donc, si pour s = o la quantité 7 ne devient pas infinie,

on aura au point initial

(') Le cas ou I'on aurait dans la position initiale / = o sera exa-
miné a part.
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c’est-a-dire que, dans le voisinage de ce point, la courbe
est située au-dessous ou au-dessus du parallele selon
que la normale a la surface coupe I’axe des w dans la
région négative ou dans la positive.

I est facile de voir que pour s = o % reste finie. En

effet, on trouve facilement

-+ ww' ,  dw ,
1—7—7 [W—"d_l:'—f(u)]’

d’ou

(!{ _dw w' — uw"” du

ds = ds w'2 ds’
et puisque

dw _ dw du

ds — du ds’

dl  dw w'— uw”

&= &\ e )

. \ dw
qui pour s = o s’annule a cause du facteur —-
ds

Si dans la position initiale ' = o, { devient infini, la
courbe est aussi tangente au paralléle, mais pour 1’étu-
dier il convient dans ce cas d’examiner la variation de u.

On a

du 1 dw s

ds — w ds  u-+ww’

du I s(l+w2 ww')
ds® T u-+ww' u -+ ww' )’

et pour s =w'=o0

du d?u 1

—— =0, — —

- ds? T u,

ds

Au pointinitial, u est donc minimum, et la projection
de la polhodie touche extérieurement le cercle u = u,.
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3. Nouas pouvons écrire

du _ du ds
do ~ ds dv’
ou encore
du s ds

dv T u—+ wa' dv’
et si nous supposons que le roulement sur la droite fixe

) . N ds .
s’effectue toujours dans le méme sens, @ garde toujours

R . . du ,
le méme signe; alors le signe de -~ dépendra seulement

du facteur
S
u—+ ww'

Le signe de cette quantité change, en général, lorsque
le corps passe par la position correspondante a la
valeur s = o, ensuite il dépend du signe de u + waw'.
Cette considération fixe a chaque instant le signe a
prendre devant le radical qui figure dans la formule

dv _+\//"’[l+f'2(z¢)]——[f(u)— u f'(u)]?
Yau = u+ f2(u)— h2 ’

4. Nous allons maintenant étudier le cas ou dans la
position initiale on aurait /=o0, cec qui arrive
lorsque OM,, (') est la normale a la surface. Nous consi-
dérons d’abord le cas particulier, on le point de contact
du corps avec la droite dans la position a étudier serait
aussi le point de rencontre de la surface avec I'axe de
révolution; on aura alors en ce point

u=o, Sf(u)=h, Sf'(u)=o;

(') Il est impossible que cela arrive dans une autre position du
corps, car le plan mené par le point de contact M perpendiculaire-
ment & la droite fixe doit contenir la normale A la surface.
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par suite, si la fonction f(u) est développable aux envi-
rons de u=o par la formule de¢ Maclaurin, nous
pouvons, en négligeant les puissances de u supéricures a
la deuxiéme, poser

Sf(u)y="h-+ gu‘l,

ous = f"(0). On trouve alors tout de suite

Bk f 2] [ f ()= w f ()] = heur(i+ he),
W+ f2u)— h2=u?(1 + he),

aprés avoir supprimé les termes en «® el en u*. Alors

. wde  —
(6) Tn = he.

Si e << oau point u = o, f(«) a un maximum, la sur-
face tomrne done sa concavité vers le point fixe O, et sa
convexité a la droite fixe. Dans ces conditions la for-
mule (6) nous montre qu’autour de ladite position le
mouvement est impossible, ce qui était d’ailleurs évi-
dent. Si ¢ > o la surface tourne sa convexité an point O.
Dans ce cas on voit par la formule (6) que la projection
dela polhodie se confond, aux environs du point u =o
avec une spirale logari[/lmi(]ue; il s’ensuit que, si au
point de départ on a u = o, le corps pivotera indéfini-
ment autour de son axe de révolution, mais s’il part
d’une autre position quelconque, et d’ailleurs parfaite-
ment avbitraire, il pourra sapprocher autant que
Uon voudra de la position ot u=o, sans jamais
' atteindre.

5. Placons-nous maintenant dans le cas général ou
dans la position a étudier u serait > o. Nous pouvons

écerire ici

S)y=f+(uw u)f" + LHu—w)f",
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ot f=f(u,), f = f@(u,). De cette formule on tire,
en négligeant les puissances de (u — u,) supérieures a
la deuxiéme,
1ok f2(u) = 1+ f2 4 (0 — w2 f2 2 (u— wa) ff
Su)—u fr(u) = f—uo f'— (ur—ud) f"

et, en tenant compte des relations

2 _‘_fz:h'_',
uy+ff =o,

dout la seconde exprime que OM, est normale a la sur-
face, on obtient la valeur de I'expression

Rl /2 ()] = [f () — w f1@)],

(7)

savoir

(0 — wo)?| ud + f2— Hu+ up)2] f

(e — o) [2(1ed 4+ 1) = uo(ut o)) f f (w2 — ud) ",

On peut simplifier, car si Von groupe les deux der-
P P ) group
nicrs termes, leur somme est

(v —wp) (2ff —uug f'+ul f'+uf—uf)f

ou, ayant égard a la deuxiéme des formules (7)

(uw—uo2(f—uof')f".

Done

B[+ f12(w)] = [ f(w)— u f'(0)])
=(u— w2 [f(1+ [+ ")~} Guo+u) (1w —uo) f']f".

D’une maniére analogue on trouve, aprés quelques
réductions et a-1'aide de la deuxiéme des formules (7)

W+ fr(u)— h2= (u — )2 (1 + f'2+ ff"),

donc

udv " 7 (Bug—+ u)(u—uy)
(8 oy gt Bl ),
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Celte quadrature peut toujours étre effectuée en reun-
dant rationnelle la différentielle par une substitution
convenable, mais sans entrer dans ces détails I'équa-
tion (8) met en évidence une particularité remarquable.
Sil'on considére le corps arrivé a la position qui cor-
respond A u = u,, on aura

) (fj—z‘:)u:ua == V7,

Uo

f/

<§£) =/ =L
du u=u, Unf’

Cetle équation, si I'on y considére u et v variables,

ou, en substituant & f le rapport — - et en divisant

par uo,

est I'équation différentielle de la projection, sur le plan
d’un paralléle, des lignes asymptotiques de la surface
# = f(u); nous pouvons donc conclure que dans la po-
sition que nous avons considérée la polhodie touche
une des lignes asymptotiques passant par le point de
contact du corps et de la droite fixe. Dans ce cas, la

polhodie ne touche pas le paralléle du point My, Z—Z ne

change pas de signe, et prend, pour u = u,, le signe +
ou — selon que la courbe touche I'une ou I'autre des
deux asymptotiques, ce qui arrive, comme l’on voit faci-
lement a l'aide de la formule

du s ds

bt QU S i
dv u + ww' dv

selon que le corps tend a la position ou u = u, en par-
tant de 'une ou de 'autre de deux positions symétriques
par rapport au plan mené par O perpendiculairement
a la droite fixe.
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6. La propriété de la polhodie que nous venons de
signaler pouvait ¢tre prévue en s’appuyant sur une
remarque que nous ferons dans la suite. Nous verrons
que la perpendiculaire menée du point de contact M 4
la droite fixe dans le plan de cette droite et du point O
est la binormale de la polhodie; or, comme dans le cas
étudié, cette droite est normale & la surface, on voit
immédiatement que la polhodie doit toucher une des
asymptotiques. Toutcfois, ce raisonnement n’est pas gé-
néral, car on voit qu’il présuppose que la polhodie ait,
dans la position considérée, une tangente bien déter-
minée; lorsque celan’arrive pas, le raisonnement tombe
en défaut, et conduit a des résultats erronés. Cela arrive
lorsque ug = o, car alors, aprés avoir obtenu

<:;l‘t’ )u:uo T ‘/ uoj//

il n’est pas loisible de diviser par u,, et en conclure

<dil§>u:u0 - ‘/ 11]:,;

Nous avons un exemple de ce fait dans le cas précé-
dent ou wy=f'(uy) = 0. En cffet, lorsque f">o la

polhodic sc confond, ainsi que nous venons de voir, avee

une spirale logarithmique; le mouvement est donc réel,
tandis qu’avec le raisonnement précédent on conclurait
a I'impossibilité du mouvement, parce que le point con-
sidéré est un point elliptique de la surface ou les lignes
asymptotiques deviennent imaginaires. C’est pour cette
raison que nous avons préféré la voie analytique qui est
rigoureuse, et met bien en lumiére ce cas d’exception.

Nous voyons ainsi que le mouvement est impossible
dans la position considérée, lorsque dans cette position
le point de contact est un point elliptique de la surface.
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7. Expression de la witesse angulaire. — 1l est
évident que la droite joignant le point fixe O au point
de contact M est I’axe instantané de rotation du corps
roulant : donc, si nous imaginons réalisée la surface
conique que 'on obtient en joignant O a tous les points
de la polhodie, le mouvement du corps pourra étre ob-
tenu en faisant rouler ce cone sur le plan du point O et
de la droite d. Il s’agit donc de trouver la vitesse angu-
laire du cone roulant. Si nous indiquons par d%p I'angle
de deux plans tangents au céne infiniment voisins, ct
par  la vitesse angulaire dont nous cherchons I'expres-

sion, nous avons
do
w = d—(l‘.

Imaginons maintenant la polhodie comme une courbe
tracée sur le cone que nous avons considéré; pendant
que le cone roule, la polhodie roule aussi sur la droite
fixe d. Donc, si nous supposons que I'on ait développé
le cone sur le plan ou il roule, la polhodie doit coin-
cider, aprés le développement, avec la droite «; cela
suffit pour affirmer qu’eclle est une ligne géodésique du
cone. 1l s’ensuit que la droite menée par M perpendicu-
lairement au plan passant par O et par d, qui est la nor-
male au cone, est aussi la binormale de la polhodie; si
nous indiquons donc avec ¢ et v, respectivement I’angle
de contingence et ’angle de torsion, nous avons par la
formule de Lancret

. do? = e? 4 12,
cL, puisque

ds ds
£ = —> N = —>
P 7
I 1 ds
(9) “’“\/;—i""ﬁdz'

On peut encore simplifier cette formule en s’appuyant
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sur une propriété commune aux lignes géodésiques de
toute surface conique. Ces lignes jouissent de la parti-
cularité d’avoir une des deux équations intrinséques in-
dépendante de la nature du cone, et par suite invariable.
Cette équation (') est

(10) sr=hp,

h étant la distance du sommet du coéne au point de la
courbe ou elle coupe i angle droit la génératrice, ¢’est-
a-dire la quantité quc nous avons déja appelée L. On
peut avec I’équation (10) éliminer r de 'expression de w,
et ’'on obtient

_ VT st ds

(1) N o i

T . . y N .
Si Pon veut w en fonction de 'angle § = M,OM, il
faut substituer a s, htang0 et il vient

. h df
©= p cos3B dr’

8. Si %, p, v sont les cosinus directeurs de la normale
principale a la polhodie par rapport a trois axes ortho-
gonaux issus du point O, on a

do? = d\2+ dp2+ dv?;

pour avoir donc les composantes p, ¢, r de la rotation,
il faut connaitre dh, du, dv dont les expressions sont
données par les formules de Frenet

dh = — (az + amn).
d}“‘:—<ba+p7‘1)a
dv=—(cz +m),

(') CesAro, Lesioni di Geometria intrinseca, p. 144, Napoli;
18gb.
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a, b, ¢ et o, 3, v étant respectivement les cosinus
directeurs de la tangente et de la binormale. Il faudrait
donc calculer les quantités qui fignrent dans les scconds
membres en fonction de s. Mais pour les applications
dynamiques, si I'on veut étudier le mouvement dans le
cas trés fréquent o les forces agissant sur le corps déri-
veraient d’un potentiel U, il est inutile de connaitre les
expressions de p, g, 7’; mais il faut seulement trouver la
force vive T, et 'on y arrive trés facilement, Choisissons
une terne d’axes fixes dans le corps et ayant lorigine au
point O3 soit Oz Paxe de révolution et Ox et Oy
deux droites quelconques perpendiculaires & Oz el se
coupant mutuellement a angle droit.

Si le corps est homogéne et si on le considére tout
entier, ou une portion comprise entre deux plans per-
pendiculaires 4 Oz, Vellipsoide d’inertie relatif au
point O est de révolution et son dguation est

A(xr2+yp2)+Bs2=1,
la sigunification de A et B étant connue. Alors, «, v, w

étant les coordonnées du point de contact, le moment
d'inertie par rapport a I'axe instantané de rotation est

_Aw+Bw?2  Auwr+BSf*(u)

! 2 — (2 $2+ A2
ct, puisque
2T = l(n)fv
on a
. Au~+ B f2r(u) /ds\?
o o= 2 ()

ou il reste & calculer u ¢t g en fonction de s, dans les cas
particuliers.

9. Surface engendrée par ’axe de révolution. —
Imaginons un cone circulaire C dont le sommet soit le

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XV, (Mai 18gq.) 19
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point fixe O et dont I'axe coincide avec I'axe instantané
de rotation. Supposons, en outre, que la surface de ce
cOne contienne ’axe du corps; on voit aussitdt que tous
les cones, tels que C, constituent une famille simplement
infinie dont ’enveloppe est la surface engendrée dans le
mouvement par I’axe de révolution du corps mobile.

On doit donc d’abord établir un terne d’axes fixes,
puis obtenir I'équation générale des cones C renfermant
un seul paramétre, s par exemple, et ensuite éliminer s
entre les équations

§(:r, ¥, 3, 8)=o0,
oF _

d—s_o.

—~—

Etablissons maintenant le systéme d’axes fixes dans
'espace. Le plan passant par O et par la droite fixe o
soit le plan zy; la perpendiculaire et la paralléle
menées aladroite d par le point O soient respectivement
Ox et Oy. Ceci posé, les cosinus directeurs de D'axe
instantané par rapport a ces axes sont évidemment

h s
> b
Vst R st R?

En outre, indiquant par x, y, z les coordonnées
d’un point quelconque P du c¢one C correspondant a la
valeur s, les cosinus directeurs de OP sont

x

-

(r=Var+yr+z2);

SR

N
-
r

le cosinus de I'angle de ces deux droites est donc

hr +sy
rystC Rt

Nous avons d’autre part une autre expression de cette
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méme quantité, savoir

"W w

‘/”z+ w2 Vst+ 2

En égalant les deux expressions, on a I'équation gé-
nérale des comes C

(13) (hr +sy)2= w?r?,

ou il faut imaginer ¢ exprimé en fonction des.
L’équation de la surface cherchée résultera de 1'éli-
mination de s entre les équations

s r2g? :(/1]'—}-5_}’)2,
(14)
’ P T = hry +sy?.

On ne peut effectuer cette élimination que dans les

. . . dw .

cas particuliers, a cause de o et 57 qui sont des fone-
tions de s dont la forme dépend de la surface du corps
mobilc et de sa position par rapport & la droite fixe; si

'on connait la fonction @ = f(u) et la quantité 7, les

deux relations
u=g(w),

$2= u+ w2— A2

. . dw . .
permettent d’exprimer v et, par suite, 77 en fonction
de s.

10. 1l y a cependant un cas particulier important que
nous allons monirer. Supposons que I'on ait toujours

(1%) w2 — s —— = A2,

k értant une constante, et voyons les cas dans lesquels
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cette relation peut se vérifier. On peut I'écrire
ds W dw

s w2—k?

Intégrant et indiquant par &, une seconde constante,

nous avons
ks =yw2 =22

Elevant au carré et substituant a s2 sa valeur

§2= u?+ w?— h2,
nous obhtenons

(15") k3(ur+ w2— h?)= w2— k2,

Cette équation peut s'écrire en coordonnées carlé-
siennes en posant

u2=r*+ y*, 82 = 2,

Elle devient alors

(k3—1) 2 o
(15 Yy =R Ty sy S A A

ct comme les coeflicients de 32 et (x> + 5?) sont indé-
pendanls, on voit (que cette équalion peut représcnler
toute quadrique de révolution ayant le centre au point
fixe O, et, pour ces surfaces, vaut 1'équation (15).

Cherchons maintenant la surface engendrée par I'axe
de révolution. On peut remplacer le systéme (14) par
Pautre

s r‘1<w‘2— ws%) =hx(hx +sy),
(16)
rhr—‘—iﬂ = hxy + sy?
& -
La premiére de ces équations, dans notre cas, devient

k2rt=hx(hx + sy).
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d’ou 'on tire

(17)

k2prt— hege

hxy
En outre, puisque
wdw  w?—k?
7S w? —k2=f1s?,
on a
wdw
ds kis;

alors la scconde des équations (16) prend la forme
r2kis = hzy + sy?.

Introduisant Pexpression (17) on obtient, aprés quel-
ques réductions, I’équation

(18) kkirt— itz — kryr=o,
qui représente un coéne du second degré. Donc :

Lorsqu'une quadrigue de révolution est mobile
autour de son centre fixe, et roule sans glisser sur
une droite fixe, I’axe de révolution engendre un céne
du second degré.

Les axes de ce cone coincident évidemment avec les
axes des coordonnées.

Le cone que nous avons trouvé peut quelquefois se
réduire 3 un plan ou 4 un couple de plans; ce cas se
présente, par exemple, lorsque k = h. En eflet, I'équa-
tion trouvée devient alors

ki(yr+at)=y?
ou

1
1 3= — —1
(19) y\/,(% ;

et représente, comme l'on voit, deux plans se coupant
suivant 'axe Ox. Quelle est la surface correspondante
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a ce cas ? L'équation (15') devient, dans ce cas,

\

(20) u'.':(w-.»__/Lz)<£?__l)Y
i

Si Ay <1, 'équation (19) représente deux plans réels
et équation (20) un hyperboloide a deux nappes dont
le demi-axe réel est h.

Si ky>1, nous avons un ellipsoide de révolution
allongé dont le demi-axe de révolution est & et le demi-

’ . 1

axe équatorial est /l\/l — 73 dans ce cas nous savons,
1

a priori, que le mouvement est impossible; cependant,

I'équation (19) confirme ce fait, car elle représente,

pour ky >1, deux plans imaginaires.



