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[L28b]
SUR LES NORMALES DE L'ELLIPSOIDE;
Par M. O. BOKLEN.

. . 2 2 )
Etant donné un ellipsoide % -+ % —+ Ec- —1=o0 et

un point M ayant pour coordonnées x, y, z, on sait que
I'on peut de ce point mener six normales a la surface,
les pieds de ces normales étant déterminés par les équa-
tions

azx _ by c3

2y =

= - - — T, = "
a—+u b+ u c+u

ou u est une des racines de I’équation
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La variable u est égale au produit NP, ou N désigue
une des normales MS, que I’on peut abaisser du point M
a Pellipsoide, ct P la distance du centre O au plan tan-
gent ¢n S. Soient donc wy, us, ..., ug les six racines
de Déquation (1), Ny, Ny, ..., Ng les six normales
abaissées du point M a Vellipsoide, et Py, Py, ..., P
les distances des six plans tangents aux pieds Sy, Sa, ...,
S¢ de ces normales du centre O alors on a les relations
suivantes :

U+ Uy ...+ Ug
=N Py+ NoPy+. .. NyPg=—2(a+ b +c).
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Done :

Si Lon abaisse d'un point quelconque les six nor-
males a un ellipsoide et que Ion forme les six produits
de chaque normale et de la distance du plan tangent
de son pied aw centre de Uellipsoide, la somme de ces
produits est constante et égale a la moitié¢ de la somme
des carrés des axes.

D'aprés le dernier terme de Péquation (1), on a le
théoréme
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le produit de ces sixc paramétres uy, us, ... est donc
égal & séro ou constant, suivant que le point d’oi
partent les six normales se tr ouve sur Uellipsoide donné
ou sur une surface semblable.

Des coeflicients de uw*, u®, u?, u on peut déduire
quatre autres relations semblables 5 mais il faut remar-
quer que le signe des produits NP est positif ou négatit
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selon que les points M et O se trouvent de cotés diflé-
rents du plan tangent ou du méme coté.

Si I'on admet, au contraire, que dans I'équation (1)
les quantités x, y, 5 soient variables et u constant, on
obtient une séric ou un systeéme ¥ d’ellipsoides dont
chacun correspond a une valeur particuliére de w; ils
forment cing groupes, suivant que u se trouve entre les

limites —+ oo et zéro, zéro et —c¢, —c et —b, — b
et —a, —aet —o0.
Pour u=—c, — b, — a on obtient les sections

principales (courbes cuspidales) de la surface de centres
de I'ellipsoide donné (= 0); les ellipsoides du second,
troisiéme et guatriéme groupe sont inscrits dans cette
surface (voir mon Mémoire sur la courbure des sur-
faces, Crelle, t. 96, p. 152).

Soient p, g, r les demi-axes d'un ellipsoide du sys-
teme X, ou, d’apres (1),

p= 2 _bru o _cru
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en éliminant « on a
(4) P\/t—l—a:q“/z—b:r‘/c-_c;

c’est I’équation d'unce droite, si 'on regarde p, ¢, r
comme coordonnées cartésiennes, ct d’une cubique
gauche, si p, ¢, 1 sont des coordonnées tangenticlles.

En remplacant, dans équation (2), w,, us, ... par
leurs valeurs tirées de I'équation (4), on trouve
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D’outla proposition suivante :

La somme des axes des six ellipsoides qui passent
par un point M d’oie Uon peut mener six normales
réelles @ un ellipsoide donné est constante, ces axes
étant pris dans l'une ou I’ autre des trois directions de
coordonnées.

D’un point M on peut mener six, quatre ou deux nor-
males & un ellipsoide, suivant qu’il est situé au dedans
des deux parties I'y et ¥y de la surface de centres, ou au
dedans de 'une et au dehors de 'autre, ou enfin au
dehors de toutes les deux.

Des deux courbes, développée d’une ellipse et ellipse
(courbe cuspidale), qui sont les intersections de I,
et ¥y avee les plans des coordommées, la développée dans
P'un de ces plans, Pellipse dans 'autre, ct dans le troi-
sieme une partie de la développée et une partie de I'cl-
lipse apparticnnent & Fy 5 de méme par rapport a I,.

A TVégard des signes de py, pay 4y -« ., dans I'équa-
tion (5) il faul distinguer auquel des cinq groupes mar-
qués ci-dessus les ellipsoides respectifs appartiennent.
Si, par exemple, py est au trgisiéme groupe et p, au
quatriéeme, le dernier est négatif, puisque ces deux
groupes sont séparés cntre eux par une valeur de p
égale a zéro.

L’équation (1) présente quelque analogie avec celle
des surfaces homofocales
z° p2 22
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—1=o0.
n dévelopi)ant suivant les puissances de A on trouve
A3
+2(a+bt+c—at—y?— 32
+k [ab +bec+ca—(b+c)x—(c+ a)y*—(a + b)3?]
+ abc--bex*—cay?—abs?=)3+ A2+ BL + C.
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Soient Ay, ks, 73 les trois racines de 'équation (6),
A=+ dot+2g, B=Khha+dedg+ 2%, C=AAady;
on voit que le point M, par lequel passent les trois sur-
faces homofocales a Pellipsoide donné

.;A_*_l +
@ b

22 yr oz

c
se meut sur une sphére concentrique ou sur un ellip-
soide, selon que les coefficients A, B ou C sont constants.
Les surfaces B = const. et C = const. sont les mémes
que celles qui se rattachent anx deux derniers membres
de Péquation (1); on peut donc énoncer la proposition
suivante en complétant ’équation (3) :

Le produit des six paramétres du systéme = des six
ellipsoides passant par un point M, ainsi que celui des
irois paraméltres des surfaces homofocales qui passent
par le méme point M, est égal & zéro ou constant, selon
que ce point est situé sur ’ellipsoide donné ou sur une
surface semblable.

Les limites qui se rapportent aux ellipsoides (X)

~+ o et zéro, zéro et —ec¢, —c et — b,

—bet—a —aet—w»

sont les mémes pour les surfaces homofocales : les deux
premiers groupes, % = o ¢t L = — ¢, comprennent
les ellipsoides, avec 'ellipsoide donné X = o, et I'ellipse
focale A = — ¢; dans le troisiéme les hyperboloides a
une nappe avec I'hyperbole focale k= —5; dans le
quatriéme les hyperboloides a deux nappes avec I'ellipse
imaginaire A\ = — a; et dans le cinquiéme les surfaces
imaginaires.



