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DEMONSTRATION D'UN THEOREME RELATIF A L’INTEGRATION
I’EXPRESSIONS DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES
ET D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES,
SOUS FORME FINIE ;

Par M. Jurivs PETERSEN, de Copenhague.

Lxtrait des Gottinger Nachrichten, 1878, n° 3.

Traduit de I'allemand par M. L. LAUGEL.

Relativement a U'intégration d’une expression dillé-
renticlle algébrique se présente la question suivante :

Quelle forme une telle caxpression doit-elle avoir,
pour qu’[l soit possible de représenter son inte'gr'ale au
moyen de fonctions algébriques et logarithmiques,
sous forme finie?

Cette question, résolue par Abel dans des cas parti-
culiers, est, elle-méme. un cas particulier d’une question
plus générale.

FEn premier lieu, aulicu de lafonction logarithmique,
on pcut se donner un nombre (ini, d’ailleurs aussi grand
que 'on voudra, de fonctions transcendantes, qui, liées
entre clles et & des fonctions algébriques, devront étre
cmployées a la représentation de P'intégrale.

Dans cette hypothése générale, on peut également
parler d'une représentation sous forme finie, pourvu que
chacunc des fonctions n'entre qu'un zombre fini de fois
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dans 'expression de 'intégrale. Relativement aux fonc-
tions transcendantes, nous nous en tiendrons a I'hypo-
thése quelles sont définies par des équations différen-
tielles algébriques du premier ordre pour lesquelles il
existe un multiplicateur algébrique.

En second lieu, au lieu de la fonction intégrale pré-
citée, 'on peut supposer qu’'on demande I'intégrale gé-
nérale d’une équation différentielle du premier ordre, ce
qui conduit a la question suivante : Les variables x, y
sont lices entre elles par une équation différentielle
algébrigue du premier ordre; sous quelle condition
est-il alors possible de donner a Uintégrale geé-
nérale de cetie équation différentielle la forme
u=f{x,y, c)=o0, oit ¢ désigne la constante d’inte-
gration, tandis que u peut étre représenté sous forme
Jfinie, au moyen de fonctions algébriques et d’un
nombre fini de fonctions transcendantes données du
type précité.

Cette question, étendue au cas d’'un nombre quel-
conque de variables indépendantes, trouve sa réponse
dans le théoréme que nous allons démontrer.

1. Une fonction algébrique d’un ou de plusicurs ar-
guments sera définie comme racine d’une équation algé-
brique dont les coefficients sont des fonctions ration-
nelles entiéres des arguments.

Les dérivées d’une fonction algébrique sont encore des
fonctions algébriques des arguments.

Nous nommerons fonctions hyperalgébriques des
fonctions telles que leurs dérivées soient des fonctions
algébriques des arguments. Telles sont, par exemple,
logx, arcsinx, les intégrales elliptiques, etc. Les fonc-
tions algébriques sont donc comprises, comme cas par-
ticulier, parmi les fonctions hyperalgébriques.
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2. Toute équation différentielle du premier ordre a
unc variable dépendante © et a n variables indépen-
dantes vy, v2, .. .. v, peut étre ramenée a la forme

(1) dw + Nyde; + Ny dvs+...-—~ N, dv,=o,

ou Ny, No, ..., N, désignent des fonctions algébriques
des grandeurs vy, vy, ..., v, et v, qui satisfont aux
conditions d’intégrabilité connues.

L’équation (1) détermine, en général, » comme fone-
tion transcendante des 7 arguments vy, va, o . ., 9.

Si les grandeurs N dépendent explicitement scule-
ment des grandeurs ¢, mais non de w, alors @ est une
fonction hyperalgébrique des grandeurs o.

Nous désignerons par ¢ un multiplicateur du premier
membre de équation (1), et par U la fonction de vy,
Vay <oy Yy 0 qui satisfait aux équations
awu U U

(2) P D o =¢Ny, ceey m:gpN,,.

Tandis qu’une partie des recherches suivantes sont
valables d’'une maniére générale, dans les n® 7 et sui-
vants, nous ferons I'hypothése particuliére que, parmi
les multiplicateurs en nombre infini, il en existe un gui
soit une fonction algébrigue des grandeurs ¢, va, ...,
v, el w.

3. Si les variables ¢y, v, ..., v,, dont dépend la
fonction transcendante v considérée dauns le n° 2, sont
des fonctions algébriques d’autres variables w,, ws, ...,
wmy que Pon doit regarder comme variables indépen-
dautes au lieu des grandeurs ¢, la transcendante o de-
vient une fonction des grandeurs w.

Une expression qui renferme seulement des fonctions

algébriques d’une on plusieurs grandeurs o et de leurs
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arguments w sera dile une fonction transcendante des
grandeurs w du premier échelon.

Une fonction transcendante du premier échelon, dont
les arguments w sont eux-mémes des fonctions trans-
cendantes du premier échelon par rapport a d’autres va-
riables (qui doivent étre regardées comme variables in-
dépendantes, au licu des grandeurs w), sera dite une
fonction transcendante du second échelon par rapport
a ces nouveaux arguments.

On peut, de cette facon, définir des fonctions trans-
cendantes d'un échelon aussi élevé que 'on veut.

Lorsque 'on considére une telle fonction, on peut
désormais supposer : 1° qu’aucune des transcendantes
en question ne soit réductible 4 un échelon moins élevé,
c¢’est-a-dire qu’aucune de ces transcendantes ne soit une
fonction algébrique de transcendantes du méme type qui
soient toutes d’échelon moins ¢levé que cette transcen-
dante méme; ct 2° que le nombre des transcendantes
de I'échelon le plus élevé soit aussi petit que possible,
c’est-a-dire qu’entre ces derniéres et les transcendantes
d’échelon moins élevé aucune équation algébrique ne
puisse avoir lieu. En cffet, si les hypothéses définies (1°
ct 2°) n’étaient pas vérifiées, I'expression considérée se-
rait réductible a4 une autre plus simple, pour laquelle
ces hypothéses seraient alors vérifiées.

De ce qui précéde, il s'ensuit que Loute équation algé-
brique, entre les transcendantes précitées d’échelon le
plus élevé ct d’autres transcendantes d’échelon moins
élevé, doit étre identiquement vérifiée par rapport aux
premiéres. En effet, si tel n’était pas le cas, une telle
équation pourrait servir & éliminer de 'expression 'une
des transcendantes et, par suite, a simplifier cette ex-
pression.
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4. Soit
(’;) ([yzpldfl-l—Pzdx‘z+...+P,{dz‘/‘

une équation différentielle algébrique donnée du pre-
mier ordre. Les grandeurs P sout, par conséquent, des
fonctions algébriques de ay, x2, ..., Tk €t ¥ qui satis-
font aux conditions d’intégrabilité. Nous supposerons
qu’il est possible de mettre 'intégrale générale de cette
équation différentielle sous la forme

w=f(x), Ty, ..., Tpy ¥, 01, Wy, ..., Wp) = const.,

ou f est une fonction algébrique de ses arguments et on
les grandeurs @ sont des fonctions transcendantes d’é-
chelon quelconque de x4, s, ..., x4 etde y. On po-
sera maintenant

(i) u:F(‘Tx,‘Z':z,....Z‘/”J/,(O).

en désignant une des transcendantes de I'échelon le plus
élevé par w, et, en désignant par le signe I toute autre
dépendance relative aux arguments x et y, dépendance
de ces seuls arguments en ce sens que les autres gran-
deurs w dépendent de y- et des grandeurs x (17 est, par
suite, une fonction algébrique par rapport a w).

Lci, toutefois, il est fait exception du cas pour lequel
on a

(@3] U =W +W,+...+ 1y,

ou u, est unc fonction algébrique et ou W'y, ¥y, . . . sont
des fouctions hyperalgébriques, tandis que, parmi les
arguments de ces fonclions, il peut se présenter des
fonctions transcendantes de ’échelon sccondaire (le plus
élevé, moins un).

Daus ce cas d’exceplion, o désigneral’une des trans-

cendantes en question, d’échelon sccondaire, de sorte
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que u, est une fonction algébri([uc de w, et que ¥,
Uy, ... en sont des founctions hyperalgébriques. Par
conséquent, dans tous les cas, w peut se présenter dans
N
7 seulement algébriquement et a coté de transcen-

0

dantes du méme échelon ou d’échelons inférieurs.

e . . . ou ou
Dans les diférentiations qui suivent, par — et —
Sx; oy
N N
. oF oF .
on entendra toujours —, -—, en attribuant au sym-
d.I',' t))/

bole ¢ la signification suivante : ¢’est une dérivée par-
ticlle par rapport a4 une certaine variable, en tant que
celle-ci se trouve explicitement parmi les arguments
de la fonction; nous écrirons, par conséquent, par
exemple

Ju __ du Su dw

5;[ T g tw ﬂ';

Les conditions pour que ’équation différentielle (3)
soit intégrée d’une maniére générale par I'équation (4)
sont
5 e du Jdw <8u Su dw\

) Pi=o

(6) ar,  tw oz T \3y T e dy,

(i=1,2, ..., k).

Par rapport a la transcendante w, ces équations sont
des équations algébriques; par suite des hypothéses
posées au n° 3, ces équations doivent donc étre identi-
quement vérifiées. On peut, par conséquent, différen-
tier par rapport a w et 'on obtient

/ o2u o2 u Jw . su ¢ [dw
( \ sr;cw  dw? dr; ow Ow \Jx;
!—) ‘
/ c2u o2y Jw su o [ow\],,
e B sl e i v = 3 -—) P, =
\ oy cw cw? dy ow ow \ dy

Muldiplions le premier membre de cette équation
par =, fonction de ¢, &y, ... ct de 3, qui devra étre



(12)

déterminée plus tard, et posons

o
du
8= a2,
ow
On a alors
98 02 u I s2u cu Ja
e e i el I P
ox; ow? 0x; 0z, ow ow 0x;
3 S2u Ow Sy su dx
- - =% N 5 - s “+ - =
dy cw? oy Gy oW sw dy

Si Pon détermine maintenant la fonction 2 au moyen
des équations

8 0x —a 3 /0w 92 ¢ [dw
(8) or;  ow J.z-")’ 0)/_1810 ()_)’)

(la possibilité de cette détermination sera démontrée
plus tard), on pourra éerire les équations (7) comme
il suit

98 9B, _
(9) 0—;’ - 5‘}—/ P;=o,

e 7}
c'est-a-dire, lorsque nous remplacons P; par %,
i
B = const.

De la résulte que, lorsque a vérifie les équations (8),
5 =c cst, soit une identité, soit une nouvelle forme
de I'équation intégrale de (3).

Il s’agit maintenant de démontrer qu’il existe tou-
jours une infinité de fonctions 2 qui vérifient les équa-

. \ . v [ .
tions (8). Posons, a cet effet, 2 = - et mous obtien-

drous, x pouvant désigner aussi bien a; que »,

do ¢ /0w
(%)
0o 8_(8(0 dvy  Sw Ory >

oy Or 6vs 0

Ky
€
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Mais, par suite de I'équation (1), :

4

Jdw w
<N e
dvy 3

=—Nay ...,

[sY
»

. . dp .
et, par conséquent, puisque les grandeurs o2 e renfer-

ment pas w,

0o SNy 0,y oN,y 0v, \
N oo 8Ny 06y Y,
"\ fw dz cw dz ,

Cette équation est satisfaite lorsque o est un maltipli-
cateur de (1); dans ce cas, en effet, 'on a

Jo o ow 39 0vy co 0v,
P o i D S S R T
= . .
Jdr  cw Jdr = oy dx ovy Ox ’
ou
N . ~ N
L) o(N;w , 0O )
e _ o(Niw) N, %, 0N
coy cw cw T ow
et, par suite,
do S0 (dw N doy N ey ‘)
o= L (= ] + Np— +
or ~ dw \ dx ‘o 2 ox
(83\1, 0v4 oNg 00y \
o= = 22 )
"\ dw oz cw Jdx )

Or, comme la premiére parcuthése dans le second terme
de la précédente formule est identiquement nulle, on a

v e

9
Jx ¢

o <8_}& d¢y . ONy 0o, +\) .

Par conséquent, si o est un multiplicateur de (1),
1 . . , .
o= v satisfait aux équations (8).

On a done ainsi démontré le théoréme suivant :
Lorsque I’équation dl;ﬂérentielle & une variable dé-
pendante

dy = Pydxy+ Pydry—-... + Prdxy,
a pour i/ltégl'alle

w="F(zy, 9, ..., ), 0) =c,
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on bien
Ty Wy u=c,

olt v est une des transcendantes de U'échelon le plus
élevé, ou, dans le deuxieme cas, de 1’échelon secon-
daire, alors

N

ol

(10 - =05
) ) ’

est, soit une identité, soit une nouvelle forme de
l'équation intégrale.
3. Les équations de condition (6) sont des identités
N e, Jdw
par rapport a w. Les dérivées — renferment les con-
oxr

stantes d'intégration de la fonction, non explicitement,
mais seuleiment en ce sens que les dérivées sont des
fonctions données de w.

On peut donc attribuer aux constantes renfermées
dans o une valeur quelconque, sans que, pour cela,
u==c cesse d’étre une équation mtégrale de (3).

6. Siw n’est pas dela forme
¥y — Uy —... uy,

et si (10) v’est pas une identité, on a deux formes de
I'équation intégrale

~
1 on
~ x— = Cy et u — c;
< G
7

on doit, par conséquent, avoir

S

() al

’

= W(uw).

S

1
¢ ot

ou U est une fonction inconnue. De li résulte que 'on a
~ du
12) — - = /":, dw.
\12; J W) :

[
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Le cas ou (10) est une identité est compris dans ce cas,
W (u) étant alors une constante. Dans ./"f dw, o scul

doit étre pris comme variable.

La grandeur, dauns le premier membre, cst une fonc-
tion de u. Soit (w) la valeur de » que nous pouvons
tirerdeu=-c; ona

' (O]
du
(13) e — [ o dw
Jo W@ L, T

en sorte qllt}

()

(1) f ocdw =c
Jiw

)

est une nouvelle équation intégrale. La grandeur (w) ne
renferme pas o, mais est une fonction algébrique des
transcendantes restantes.

On obtient, par intégration de (1),

) ™ v

(15) [ o dw - / [2 Nyl dey— [ [e\o|uo doy+...= 0,
*a b T

oua, b. ¢, ... sontdes constantes quelconques et ou

[2N4]. s, .. indique que Pon remplace v par a, ¢, par b,

et ainsi de suite. Par suite de cette équation, Péquation

intégrale (14) se transforme cn

|"
(16 / o dw + f [oN]advy—...= const.

tu b

A1)

7. Maintenant, nous admettrons ici une 1estriction,
en supposant que, parmi les multiplicateurs 2 de I'é-
quation différentielle (1), ily enait un qui soitune fone-
tion algébrique de w, v, va, +.. (cette hypothése s’ap-
plique aussi aux équations différentielles qui définissent
les transcendantes restantes w,). Dans I'équation qui
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détermine w,

U=c¢,
U est alors une fonction hyperalgébrique de v, vy, vs, ...
Comme Iéquation intégrale (16) est formée au moyen
de U=c, lorsque 'on remplace w par (w) (le fait que
cette substitution fournisse une nouvelle forme de 1I’é-
quation intégrale est aussi chose évidente), son pre-
mier membre est une fonction hyperalgébrique de (),
¥y V2, «..; CL 0 nese présente pas parmi ces grandeurs.

On peut donner, par conséquent, a I’équation inté-

grale, dans tous les cas, la forme

(17) W = const.

ou I est une fonction hyperalgébrique de ses arguments
[la forme (5) est aussi évidemment renfermée dans (17)].
Maintenant, si w, est une des transcendantes d’échelon
le plus élevé, comprises sous le signe fonctionnel ¥, on a

dans la relation
e
1 o\

@ S,

soit une identité, soit une nouvelle forme de I'équation
intégrale. La derniére alternative n’est pas possible car,
dans cette équation, il ne se présente aucune nouvelle
transcendante, ni w non plus, tandis que 'on avait sup-
posé qu’il est impossible de diminuer le nombre de
transcendantes d’échiclon le plus élevé se présentant dans
u == ¢. Nous devons donc avoir identiquement

oW
(8) — — €9,
oW, ¢
et, par conséquent,
w,
(IQ) T=c [ L] d‘”z"“l\la]m,:m
“a

relation ou @ est unc constante quelconque. Ici I'inté-
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grale, an moyen de 1'équation qui déiermine w;, peut
éuwre transformée en [U;],, —,. Et u conserve sa forme

W+ ¥ +....

Nous en coucluons que v ne peut avoir sa forme la
plus simple tant qu’il se présente des transcendantes
sous les signes des fonctions hyperalgébriques.

Par conséquent :

Lorsqu’une équation différentielle algébriqgue du
premier ordre & une wariable dépendante posséde
lintégrale u=rc, ot u est exprimable au moyen
d’une superposition quelconque de transcendantes du
1y pe précité, alors, sous sa forme la plus simple, u est
égal & une somme de fonctions hyperalgébriques du
premier échelon.

8. Jusqu’ici nous avons seulement envisagé la forme
de I'équation intégrale u = c¢; mais nous pouvons dé-
montrer que le cas ou I'équation intégrale de (3) a la
forme

u=f(x), ¥y .o, ¥y, c)=0

peut se ramencr au cas traité.
En effet, si u est une lonction hyperalgébrique, on a

du Ju
ox; -

Lorsque ¢ ne s'évanouil pas identiquement de cette
équation, celle-ciest une nouvelle forme de I’équation
intégrale; mais u w’aurait pas alors sa forme la plus
simple. Mais si ¢ s’évanouit identiquement de cette
équation, (3) est aussi vérifiée pour u=c,, et alors,
si 'on attribue a ¢ unec valeur arbitraire, on retombe
sur la forme traitée précédemment.

Ann. de Mathémat., 3* série, t. XVIL. (Janvier 18¢8.) 2
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Au conuraire, si

w=F(zy.ry...,y,w.c)=0

est une fonction algébrique de w, tirons de I'¢quation
w=10 la valeur o = (w) et portons cctte valcur dans
I'équation U =o0 qui détermine w. Nous obtenons
ainsi une noavelle forme de I'équation intégrale

l_ [j](.)—-(w\ = 0.

Maintenant comme U est une fonction hyperalgé-
brique nous voyons, comme dans le premier cas, que

| UJe- @, = const.
satisfait également a l’équal.ion donnée.
9. L’¢quation donnée était
dy = Pyde;—Podry—. ...

De v = ¢ nous tirons

N N N
o su su

(20) -dy + 5 —dx)— drs+...—=o.
oy ox; 3z,

Par conséquent g—;—: est un multiplicateur et, au moyen
de la forme trouvée pour u, nous voyons que ce multi-
plicateur est une fonction algébrique. Nous pouvons,
cn outre, démontrer qu’une cerlaine puissance de ce
multiplicateur est une fonction rationnelle des gran-
deurs x. Pety.

En cffet, soit © cc multiplicateur; on a

J oo oP; .
(21) (_)xi,+l)'d;+?7))—f:0 (i=1,2, ... 4):
d’autre part, soit
(22) V=ot+ A=l Nyot—24 . -\, =0

'équation algébrique irréductible a laquelle satisfait o,
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et dont les coeflicients sont des fonctions rationnelles
de Iyy Lay ey Yy P|’ Pg, “ e

Des deux équations on tire

AT oV oP;

(23) dx,~+ ’dy_?-é;?fzo

Cette équation a une racine commune avec (22);
par conséquent, toutes les racines de l'équation (22)
satisfont en méme temps aux équations (23); par suite,
toutes les racines ¢, @, ..., 9, sont des multiplica-
teurs.

Si V’on observe maintenant que

(24) An==2019y...9,

If

-G

est une fonction rationnelle de
xy, Xae oo, 20y, Py, Py, oo Py

n ;> . y roos ’ :
ct que ‘/A,L substitué a ¢ vérifie les équations (21), on
obtient

(25) o VA,

Pour trouver le multiplicateur, on doit, par suite, re-
chercher si les équations

oA 0A oP;

P +nA =L =0

0.2),' d]’ ()y

ont, pour une valeur numérique entiére de r, unc inté-
grale particuliére qui soit une fonction rationnelle des

grandeurs x, P et y.

10. Lorsque 'équation (3) n’a aucun multiplicateur
algébrique, son intégration sous forme finie, au moyen
des transcendantes définies, n’est pas possible. Nous vou-

) pasp
lons rechercher s’il n’y a pas alors un multiplicateur
qui soit exprimable par cesdites transcendantes.
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Donnons au multip]i(‘ateur la forme

ek
. b
nous d(‘\'()l]S avolr
. A uh ar;
(26) — 4P = - =
a.r, ay Jy

Ces équations doivent étee identiques par rapport a
w. Dillérentions par rapport a wj; alors le dernier
terme disparait et nous obtenons des équations qui
coincident, quant a leur forme, avec les équations (7)),
avec cette seule diftérence ue A remplace u. Nous pon-
vons donc en conclure que

(2- 1 Uh
27) o om

est, soit une identité, soit une intégrale de I’équation
difléventiclle donnée. Dans ce dernier cas, ainsi que
nous I'avons déja démontré, 'équation dillérentielle
aurait un multiplicateur algébrique. Dans le premicr
cas, nous avons identiquement

(28) \:c/‘g:(lw,

et nous pouvons alors, comme précédemment. opérer

la réduction au moyen de I'équation qui détermine o.
Le multiplicateur, par conséquent, doit avoir la

Sforme

(29) el = ehit ¥,

oit les fonctions U sont des fonctions hyperalgébriques

du premier échelon.
Un exemple est fourni par 'équation différentielle

linéaire.

11. En vue de la simplicité nous avons supposé que
les grandeurs P données sont des fonctions algébriques
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de y et des grandeurs . Supposons maintenant que
les grandeurs P soicnt des fonctions transcendantes
d’échelon quelconque; nos développements n’en restent
pas moins valables, si nous remplagons partout les fonc-
tions algébriques de x, y par des fonctions algébriques
de x, y etde P.

12. Comme application simple du théoréme général
PP P g
démontré dans ce qui précéde, nous avons ce qui suit:
Soient Py, P,, ..., P, des fonctions algébriques de x
qui ne sont pas les dérivées de fonctions algébriques.
Si 'on introduit alors les fonctions

O (1) = [ Pydor.

P, (r) = [ Pyd.r, cen b, () =f P,.dr.

comme transcendantes, il est impossible d’exprimer

f P dx,

ou P désigne une fonction algébrique de x, sous forme

Pintégrale

finie au moyen de fonctions algébriques, de fonctions ®
ct de leurs fonctions inverses, 8 moins que ’on n’ait

(30) '/~P dr = Z 20‘,,,,<bu(.7~,‘,_’,,) +X,
wov

ou ay, et X désignent des fonctions algébriques de x.
Un cas trés particulier de ces fonctions ® est présenté
par le logarithme.

1l est possible d’intégrer une différentielle alge-
brigue auwmoyen de fonctions algébriques et des trans-
cendantes élémentaires (logx. a*, sinx, arc sinx, etc.)
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sous forme finie dans le seul et unique cas ot l'on a

(31) fpdxzzcvlogz,,+ X,

x, et X désignant des fonctions algébriques. On dé-
montre aisément que ces fonctions algébriques peuvent
s’exprimer rationnellement en x et P. En effet, elles
peuvent en tout cas s’exprimer rationnellement au
moyen de x, P et de la racine y, d’'une équation algé-
brique irréductible dont les coefficients sont des fonc-
tions rationnelles de & et de P. En différentiant (31),
on obtient une équation qui est vérifiée par y, et, par
suite, par les autres racines 3., ..., ¥4 de I'équation

irréductible. On peut done, dans U'expression de deJ',

remplacer y, par chaque autre valeur de y. En addi-
tionnant les équations ainsi obtenues, on trouve une

nouvelle expression pour /‘Pd‘x‘, ot les grandeurs y

entrent symétriquement. Les fonctions symétriques des
grandeurs 7 peuvent s’exprimer rationnellement au
moyen de x et de P.

Si 'on introduisait les intégrales elliptiques IT et leurs
fonctions inverses, il pourrait se présenter dans I'ex-

pression [P(fa‘ des termes de la forme

205”(1‘5 ).

C’est a peu prés sous cette forme qu’Abel a, dans une
Lettre a Legendre ((Fueres complétes, t. 11, édition
Sylow ct Lie, p. 253), exprimé ce théoreme, avec cette
restriction toutefois qu'il ne considére que les transcen-
dantes de premier échelon et non les fonctions inverses.
On ne trouve aucune démonstration du théoréme dans
les OEuvres d’Abel; mais M. Sylow m’a appris qu’il
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existait une démonstration dans les papiers laissés par
Abel ().

Une partie des recherches qui précédent a é1é publiée
en 1876 dans un Mémoire de I'auteur intitulé : Om
Integralregningens Transcendenter (Journal de M.
Zeuthen, 3¢ série, 1. I, p. 14 g).

NOTE FINALE DE L’AUTEUR (1897).

L’Université de Copenhague avait mis au concours, comme
question de prix, 'extension des méthodes et théorémes de
mon Mémoire aux équations d’ordres supérieurs. Le prix fut
obtenu par M. E. Schou, qui est parvenu a des résultats bien
remarquables.

Comme une partie de son Travail est traduite en frangais et
comme mon Mémoire des Gottinger Nachrichten est trés peu
connu en France, la rédaction des VYouvelles Annales a
trouvé qu'une traduction francaise de ce Mémoire était dési-
rable, et a eu la bonté de m’en offrir la publication. Naturel-
lement, j’ai accepte avec gratitude cette offre si honorable. Je
tiens aussi a adresser tous mes remerciments & M. Laugel
pour la traduction dont il a bien voulu se charger.

JuLius PETERSEN.

(') Les mauuscrits laissés par Abel se trouvent maintenant dans
I’édition Sylow, Lie (1881). On y voit qu’Abel a démontré qu’une

relation algébrique entre les intégrales fydx. ol y est algébrique,

et des logarithmes de fonctions algébriques, doit ¢tre linéaire & coef-
ficients constants; mais il semble qu’il n’a pas réussi a démontrer la
formule

/'ydz =¢+ N Jogt -+ Adogt, .. =B () + BIL(3,) 4. ...

11 dit & ce sujet, dans la Lettre & Legendre (t. II, p. 278):
..., mais en conservant a la fonction y toute sa généralité, j’ai été
arrété 1a par des difficultés qui surpassent mes forces et que je ne
vaincrai jamais ; je me suis donc contenté¢ de quelques cas particu-
. P r .
liers. surtout de celui ol y est de la forme -\/—ﬁ-, r et R étant deux
fonctions rationnelles quelconques de z.



