NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

CH. BIOCHE

Sur les coniques qui sont les projections
d’une cubique gauche

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 17
(1898), p. 541-546

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1898_3 17__ 541_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1898, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1898_3_17__541_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

[M*5cv]
SUR LES CONIQUES QUI SONT LES PROJECTIONS
I'UNE CUBIQUE GAUCGHE;
Par M. Cu. BIOCHE.

1. Si l'on projette unc cubique gauche sur un plan,
cn prenant pour centres de projection des points de
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cette cubique, on obtient des coniques qui forment un
systtme dépendant d'un seul paramétre. Ces coniques
sont circonscrites au triangle formé par les points d’in-
tersection de la cubique et du plan. On voit iinmédia-
tement :

1” Qu’il y a deux coniques du systéme passant par
un point; ce sont les traces des cones ayant pour som-
mets les extrémités de la corde de la cubique qui passe
par ce point;

2* Qu’il y a quatre coniques tangentes a unc droite
du plan; car, par une droite, on peut mener quatre plans
tangents a une cubique gauche, et les points ou ces
plans coupent la courbe sont les sommets des cones
dont les traces sont langentes a la droite counsidérée.

En cherchant une définition de ce systéme de co-
niques, qui ne fasse pas intervenir d’éléments hors du
plan, j’ai é1é conduit a considérer des éléments que je
vais définir.

2. Etant donné un triangle ABC, si l'on méne & une
conique I, circonscrite a ce triangle, les tangentes ayant
pour points de contact A, B, C, les points A’, B/, ¢/ ou
ces tangentes coupent les ¢otés du triangle sont sur une
droite A qu’on peut appeler la droite de Pascal corres-
pondant a la conique.

Réciproquement, a toute droite A correspond une
conique circonscrite & ABG, dont A est la droite de
Pascal. Si la droite A a pour équation

aX+BY+vyZ=o,
le tiangle ABC étant pris pour triangle de référence, la
conique ¥ a pour équation
YZ X XY
- =+ —B' —+ -
)



(543 )

3. De méme, sil’on joint les sommets du triangle ABC
aux points ol une conique S, inscrite dans le triangle,
touche les cotés opposés,fles droites ainsi obtenues con-
courent en un point P qu'on peut appeler le point de
Brianchon correspondant i la conique.

Réciproquement, a tout point P correspond une co-
nique inscrite a ABC, dont P est le point de Brianchon.
Si P a pour coordonnées a, {3, v, la conique S a pour
équation ponctuelle

X* Y 7 YZ  ZX XY
;2*4—'—@—%—}—_‘{—2‘—2—;;?-'2,}—;*2%
et pour équation tangentielle

e wu ue
?- — =o.

%. Soit maintenant un faisceau de coniques circon-

scrites & ABC :
(A= XA)YZ + (B + 1B)ZX + (G + 1 C)XY = o;
pour quune droite

uX+9oY+wZ=o0

soit droite de Pascal d’une conique du faisccau, il faut
que I'on ait pour une valeur de A

u(A+AA)=9o(B+2aB)=w(CG+ rC").

Si on désigne par p la valeur commune de ces expres-
sions, et si I'on élimine A ¢t . entre les trois équations
ainsi obtenues, on a I’équation tangenticlle de I'enve-
loppe des droites de Pascal correspondant aux coniques

du faisceau
Au Au 1

Be B¢ 1] =o0.
Cw Cw 1
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Cetle enveloppe est une conique inscrite dans le
triangle et le point de Brianchon correspondant a ses
coordonnées déterminées par les équations

(BC'— CB')z = (CA'— AC")y = (AB'— BA') z.

On obtient précisément les mémes valeurs de x, y, z
en cherchant la solution commune aux équations

AYZ + B ZX + C XY = o,
A'YZ +B'ZX 4+ C'XY = o,

pour laquelle aucune des coordonnées n’est nulle.

Donc, les droites de Pascal des coniques qui sont cir-
conscrites & ABC et qui passent par un point D enve-
loppent une conique inscrite dans ABC et ayant pour
point de Brianchon le point D.

5. On peunt déduire de 14 une construction simple
du quatri¢me point d’intersection de deux coniques cir-
conscrites 4 un triangle ABC, ces coniques étant définies
par leurs droites de Pascal A, A’. Il suffit de déterminer
le point D de Brianchon correspondant a la conique
qui est inscrite dans le iriangle et touche A ct A'.

Il est facile d’obtenir les propriétés corvélatives des
précédentes.

6. Considérons maintenant les coniques, projections
d’une cubique gauche. Les tangentes en B et C a une
conique du systéme se correspondent homographique-
ment; car le sommet d’un cone contenant la cubique
correspond homographiquement a chacune de ces tan-
gentes. Donc les traces B’ et C' des tangentes sur les
cOtés opposés déterminent sur ceux-ci des divisions ho-
mographiques. D’autre part, le point A est son propre
homologuc; par suite B'C/, qui n’est autre que la droite
de Pascal, passe par un point fixe o.
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On peut remarquer que si le centre de projection se
rapproche de B, par exemple, la trace BB’ du plan tan-
gent a ce cone a pour position limite la trace du plan
osculateur, et lorsque le centre de projection est en B,
la droite CC’ se confond avee CB. Donc la droite de
Pascal a méme position limite que BB’ ct le point w est
sur les traces des plans osculateurs en ABC a la cu-
bique. 1l résulte de la que :

Les projections d’une cubigue gauche sont des co-
niques circonscrites & un triangle telles que les droites
de Pascal correspondantes passent par un point fixe.

7. SiTon sec donne uu systéme de coniques possédant
les propriétés précédentes, il y a unc infinité de cu-~
biques admettant ces coniques comme projections ; pour
préciser le degré d’indétermination, je vais montrer que
par deux points il passe deux de ces cubiques.

Decux coniques X, X,, projections d’une cubique, s¢
coupent aux points A, B, C, traces de la cubique sur le
plan, et en un point D, trace de la ligne des sommets
des cones projetants. J'ai montré que ce point D était le
point de Brianchon d’une conique S inscrite dans ABC
¢t admettant pour tangentes les droites de Pascal de X,
ct Z,.

Par suite, si 'on supposc donnés le triangle ABC ct
le point ©, on peut prendre arbitrairement deux
points O, O,; la trace D de 0,0, sur le plan ABC
détermine une conique S ayant D pour point de Brian-
chon. Les deux tangentes menées de w a4 S peuvent étre
prises comme droites de Pascal de deux coniques X, 2.
Les cubiques, intersections des cones O, ¥, 0, %, oudes
cones O, 3y, 0,5, ont pour projections le systéme des
coniques qui sont circonscrites a ABC et dont les droites
de Pascal passent par .
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8. Si deux sommets du triangle ABC étaient imagi-
naires, on pourrait cependant construire facilement la
droite de Pascal correspondant a une conique. Suppo-
sons que A soit le point réel; le point A’ ou la tangente
en A coupe BC est un point de la droite de Pascal; de
plus, si P est le pole de BC par rapport 4 la conique, le
coté BC et la droite de Pascal divisent harmonique-
ment AP, car ces trois droites sont les diagonales du
quadrilatére complet formé par AB, AC, BB/, CC'.

9. Dlailleurs, on peut donner une autre propriéié
caractéristique du systéme des coniques considéiées. En
s¢ reportant 4 la démonstration faite pour établir que
ta droite de Pascal passe par un point fixe, on voit que
le licu du pole de BC par rapport aux coniques du sys-
téme est une conique passant par ABC et admettant o
pour pole de BC. Donc, on peut dire que :

Les projections d’une cubigue gauche sont des co-
niques circonscrites & un triangle et telles que le licu
du péle d’un coté par rapport a ces coniques soit une
conique circonscrite au tiiangle.

10. Cette propriéié dounc des conditions sous forme
trés simple dans certains cas: par exemple, si I'on con-
sidére un systéme de cercles passant par un point A, la
condition nécessaire et suffisante pour que ces cercles
soient les projections d’une cubique gauche est que
leurs centres soient sur un cercle passant par A. Le
centre de ce dernier cercle est le point d'intersection des
plans osculateurs en A, B, C a toute cubique admettant
comme projections les cercles du systéme.



