
NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES

E. DUPORCQ
Deuxième concours des « Nouvelles
annales » pour 1897
Nouvelles annales de mathématiques 3e série, tome 17
(1898), p. 53-64
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1898_3_17__53_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1898, tous droits
réservés.

L’accès aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique l’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=NAM_1898_3_17__53_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


( 53 )

DEUXIÈME CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES »
POUR 1 8 9 7 .

PAR M. E. DUPORGQ («).

Dans ce qui va suivre, nous appellerons :

i° Cubique équilatère une cubique gauche dont les
trois asymptotes sont deux à deux rectangulaires.
(Exemple : la cubique des normales à l'ellipsoïde.)

2° Tétraèdre orthocentrique un tétraèdre dont les
arêtes opposées sont orthogonales. Dans un tel tétraèdre,
les hauteurs sont concourantes \ le point de concours des
hauteurs est aussi le point par lequel passent les perpen-
diculaires communes aux arêtes opposées; enfin ce
tétraèdre est conjugué par rapport à une sphère qui a
son centre au point de rencontre des hauteurs.

Cela posé, on propose de démontrer les propriétés
suivantes :

I. Si deux cordes AB, CD d'une cubique équilatère
sont orthogonales, le tétraèdre ABCD est orthocen-
trique.

II. Si une cubique gauche quelconque passe par les
sommets d'un tétraèdre conjugué par rapport à une
quadrique, elle est circonscrite à une infinité de té-
traèdres conjugués par rapport à cette quadrique.

TH. Toute cubique équilatère circonscrite à un
tétraèdre orthocentrique passe par le point de ren-
contre des hauteurs du tétraèdre.

(*) Mémoire ayant obtenu le prix.
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IV. Toute cubique passant par les sommets et le

point de rencontre des hauteurs d'un tétraèdre ovtho-
centrique est équilatère.

V. Si l'on coupe une cubique équilatère par une
série de plans parallèles, le lieu des points de rencontre
des hauteurs des triangles ayant pour sommets les
points de rencontre de la cubique et des plans est la
sécante double de la cubique normale aux plans sé-
cants.

VI. Soit S une sphère de rayon R et dont le centre O
est sur une cubique équilatère. Il existe une infinité de
tétraèdres ABCD inscrits à la cubique et conjugués par
rapport à 2.

i ° Le lieu des centres de gravité de ces tétraèdres
est une droite.

2° On considère les sphères S circonscrites aux té-
traèdres ABCD ; le lieu des centres de ces sphères est
une droite. — Comment se déplace cette droite
lorsque O restant fixe R varie?

3° Chaque sphère S coupe la cubique en deux autres
points E et F . Démontrer que ces points sont fixes et
ne dépendent pas de R.

4° Lorsque O varie, la droite EF décrit une qua-
drique et le plan OEF enveloppe un cône du deuxième
degré.

5° Lorsque O varie, le milieu de EF décrit une
cubique équilatère.

Nous commencerons par rappeler que, s'il existe un
triangle inscrit à une conique C' et conjugué à une
conique C, il en existe une infinité jouissant de la même
propriété : on dit que la conique G' est harmoniquement
circonscrite à la conique C. De même, une quadrique Q'



est liarmoniquement circonscrite à une quadrique Q,
quand il existe un tétraèdre à la fois inscrit à Q' et con-
jugué à Q, et il y a alors une infinité de tétraèdres ana-
logues. A ces propriétés correspondent par dualité des
propriétés relatives aux coniques ou aux quadriques
harmoniquement inscrites.

La condition, qui exprime qu'une conique ou qu'une
quadrique est harmoniquement circonscrite à une
conique ou à une quadrique donnée, étant linéaire, on
voit que, si deux coniques ou deux quadriques sont har-
nioniquement circonscrites à une troisième, il en sera
de même de toutes les coniques ou quadriques du faisceau
linéaire déterminé par les deux premières. En parti-
culier :

Étant donnée une conique G harmoniquement cir-
conscrite à une conique C, si un quadrangle inscrit
dans G est tel que l'un des couples de ses côtés opposés
soit formé de deux droites conjuguées à C, il en est de
même des deux autres couples.

Par dualité, cette propriété se transforme en la sui-
vante qui nous servira dans la suite :

Etant donnée une conique G harmoniquement in-
scrite à une conique C, si un quadrilatère circonscrit
à G est tel que l'un des couples de ses sommets opposés
soit f orme de points conjugués à C, il en est de même
des deux autres couples.

I. Ceci posé, soient A, B, C, D, L? M, N sept points
d'une cubique gauche quelconque. Considérons la
conique suivant laquelle cette cubique se projette du
point A sur le plan LMN : à cette conique sont inscrits
le triangle LMN et le triangle formé par les traces du
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trièdre AI3CD : ces deux triangles étant inscrits à une
même conique, il existe, comme on sait, une conique
tangente à leurs six côtés : on déduit de là que la
conique, inscrite au triangle LMN et tangente à deux
faces du tétraèdre ABCD, est tangente aux deux autres
faces. Autrement dit :

Si sept points A, B, C, D, L, M et N appartiennent
à une même cubique gauche, il existe une conique F,
inscrite à la fois au triangle LMN et au quadrilatère
formé par les traces du plan LMN sur les f aces du té-
traèdre ABCD.

Si les points L, M et N sont les points à l'infini d'une
cubique gauche équilatère, c'est-à-dire les sommets d'un
triangle conjugué à l'ombilicale, la conique F sera har-
moniquement inscrite à l'ombilicale et inscrite au qua-
drilatère (jui admet pour sommets les points à l'infini
des arêtes du tétraèdre ABCD. Si donc deux sommets
opposés de ce quadrilatère sont des points conjugués à
l'ombilicale, il en sera de même des deux autres couples
de sommets opposés : autrement dit, si deux arêtes
opposées du tétraèdre x\BCD sont orthogonales, il en
sera de même de deux arêtes opposées quelconques, et
ce tétraèdre sera orthocentrique.

II. Soit F une cubique gauche circonscrite à un
tétraèdre T conjugué à une quadrique Q ; toutes les qua-
driques qui contiennent cette cubique sont alors harmo-
niquement circonscrites à Q : par suite, a étant un
point quelconque de F, elles couperont le plan polaire P
de a par rapport à Q suivant des coniques harmoni-
quement circonscrites à cette quadrique. Or ces coniques
ne sont évidemment assujetties qu'à passer par les trois
points p, y et S où le plan P coupe la cubique F : il



faut donc que le triangle (3y8 soit conjugué à la qua-
drique Q. Ainsi :

Le plan polaire P d'un point quelconque a de la
cubique F coupe cette courbe aux trois sommets d'un
triangle conjugué à la quadrique Q.

Réciproquement :

Si un triangle ^yS inscrit à la cubique F est con-
jugué à la quadrique Q, le pôle a du plan [3y8 par
rapport à Q sera sur la cubique.

En effet, le plan polaire de fi par rapport à Q doit
couper la cubique aux sommets d'un triangle conjugué
à Q, et, comme y et 8 sont deux de ces sommets, le troi-
sième est nécessairement a.

Nous dirons que la cubique F est harmoniquement
circonscrite à la quadrique Q.

III et IV. Supposons que le tétraèdre T soit ortho-
centrique et que la quadrique Q soit la sphère S con-
juguée à ce tétraèdre. D'après ce qui précède, toute
cubique gauche circonscrite au tétraèdre T et passant
par le centre O de S coupera le plan polaire de O par
rapport à S, c'est-à-dire le plan de l'infini, aux trois
sommets d'un triangle conjugué à l'ombilicale : autre-
ment dit, cette cubique sera équilatère.

Réciproquement, toute cubique équilatère circon-
scrite au tétraèdre T passera par le point O.

V. Soient B, C, D les points d'intersection d'une cu-
bique équilatère avec un plan P, et AO la sécante double
de cette cubique, normale au plan P. Il existe une
sphère S de centre O telle que le point A soit par rap-
port h elle le pôle du plan P, et la cubique F est harmo-



( 58 )
niquemeiit circonscrite à cette sphère, puisqu'elle
passe par son centre et qu'elle esl équilatère. Le té-
traèdre ABCD est donc conjugué à la sphère S, et la
droite A O passe, par suite, par Forthocentre du
triangle BCD. Ce point décrit donc bien la droite AO
quand le plan P se déplace parallèlement à lui-même.

Si le plan P est perpendiculaire à une tangente à la
cubique, la sécante AO se confond avec cette tangente,
et le trièdre ABCD est trirectangle.

VI. Nous venons d'oblenir une infinité de té-
traèdres ABCD inscrits à la cubique F, admettant
même orthocentre O et un bommet commun A. Il est
facile? de voir que les sphères S circonscrites à ces té-
traèdres passent par un cercle fixe.

Il existe, en eiï'et, une quadrique H passant par la
cubique F et admettant pour direction de plan cyclique
celle du plan P ; soit Q la direction conjuguée de plans
cycliques. La quadrique H et la sphère S ont en com-
mun la circonférence (BCD) : elles ont donc une autre
circonférence commune, et celle-ci est évidemment la
section de la quadrique H par le plan de direction Q
mené par A, c'est-à-dire la circonférence (AEF), eu dé-
signant par E et F les points où ce plan coupe la cu-
bique.

i °, 2° et 3° ( * ). Ainsi, si Ton considère deux tétraèdres
orthocentriques, inscrits à la cubique F, ayant même
orthocentre O, et admettant un sommet commun A,
les sphères circonscrites à ces tétraèdres passent par
deux mêmes points E et F de la cubique. Il est facile de
voir que cette condition, imposée aux tétraèdres, d'avoir

(') Ces trois parties sont résolues dans l'ordre inverse de celui
dans lequel elles sont énoncées.
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un sommet commun, est superflue et que les points E
et F ne dépendent que du point O.

Soient, en effet, ABCD et A'B'C'D' deux tétraèdres
orthocentriques inscrits à F et de même orthocentre O.
Considérons le plan B'C^D" mené par B' parallèlement
au plan BCD, et qui coupe la cubique en C" et D". Les
tétraèdres ABCD et A'B'C'D' ont chacun un sommet
commun avec le tétraèdre AB'C'D", qui admet égale-
ment O pour orthocentre. Par suite, les sphères circon-
scrites aux deux premiers tétraèdres coupent la cubique
en deux mêmes points de la sphère circonscrite au troi-
sième.

On sait qu'une sphère harmoniquement circonscrite
à une quadrique en coupe orthogonalcment la sphère
orthoptique ; si donc les tétraèdres ABCD considérés
sont conjugués à une même sphère S de rayon R, les
sphères S couperont orthogonalement la sphère de
eeutre O et de rayon Ry/3. Comme elles doivent, d'autre
part, passer par les points E et F , elles auront une
circonférence commune dans le plan OEF et leurs
centres to seront sur une même perpendiculaire A à ce
plan ; cette droite A se déplacera parallèlement à elle-
même dans le plan perpendiculaire au milieu du seg-
ment EF, quand le rayon R variera.

Soient G le centre de gravité d'un des tétraèdres con-
sidérés, g le centre de gravité de l'une de ses faces,
enfin O i ? Gj et co, les projections orthogonales sur cette
face des points O, G et to. On sait que G, divise le seg-
ment Otg dans le rapport f, et que g divise le seg-
ment O< (JL>J dans le rapport -|. Il en résulte que Gt est
le milieu de O ^ , et, par suite, G le milieu de Oto.
Le lieu du point G est donc la droite parallèle à A, située
dans le plan OA et équidistante de la droite A et du
point O.
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4° A tout point O de la cubique F correspond, comme
nous l'avons vu précédemment, une sécante double EF ;
de. notre démonstration il résulte de plus que, si O'
désigne un point quelconque de la cubique, auquel
correspond de môme une sécante double E 'F ' , les
plans O'EF et OE'F' sont parallèles, leur direction
commune et celle des plans normaux à 0 0 ' étant deux
directions cycliques conjuguées d'une même qua-
drique H, contenant la cubique F.

Par un point arbitraire Q menons les parallèles QOL
et Qa' aux cordes EF et E'F' \ quand le point O' se rap-
proche indéfiniment du point O sur la cubique, le
plan Qaa' tend à devenir le plan tangent le long de
l'arête Oa au cône engendré par cette droite, et sa direc-
tion coïncide alors avec celle du plan OEF; nous voyons
donc que :

Si l'on considère le cône décrit par la droite Oa, le
plan OEF est parallèle au plan langent à ce cône le
long de l'arête Oa.

Nous allons chercher à déterminer ce cône. Remar-
quons, à cet effet, que la direction du plan Qaa' et celle
des plans normaux à OO', directions cycliques conju-
guées d'une quadrique H passant par la cubique, sont
aussi des directions cycliques du cône asymptote de cette
quadrique, cône dont trois arêtes sont parallèles aux
asymptotes de la cubique F. Considérons le trièdre
OXYZ formé par les parallèles menées par le point O à
ces ai êtes : il nous suffit évidemment de prendre les
points d'intersection i, 2, 3 des arêtes du trièdre OXYZ
avec un plan normal à 0 0 ' , et de faire passer par ces
trois points une sphère qui coupe les arêtes en trois
nom eaux points i', a', 3' pour obtenir un plan 1*2'3',
parallèle aux plans OE'F'cl O 'EF. Remarquons que les



droites i 2 et irn' sont anliparallèles dans l'angle XOY;
par suite, comme la projection sur Ie plan XOY de la
normale 0 0 ' au plan 1 23 est perpendiculaire à la
droite 1 2, cette projection et la trace du plan OE'F' sont
symétriques par rapport aux côtés de l'angle XOY. Il en
est de même pour les autres faces du trièdre. On déduit
aisément de là la propriété suivante : soient Ox et Oy
les traces des faces ZOX et ZOY sur un plan quelconque
normal à OZ} soit m la trace sur ce plan de la droite OO',
et M la droite qui joint les projections de m sur Ox et
Oy : le plan OE'F' et le plan OM sont symétriques par
rapport à la droite OZ.

Or, il est facile de voir que si le point m décrit une
hyperbole passant par O et ayant des asymptotes paral-
lèles à Ox et Oy, la droite M passera constamment par
le centre a de cette hyperbole5 c'est justement ce qui a
lieu quand le point O' décrit la cubique : l'hyperbole
équi latère décrite par le point M a alors pour asym-
ptotes les traces sur le plan xOy des plans déterminés
par le point O et par les asymptotes de la cubique res-
pectivement parallèles à Ox et Oy : la droite Oa s'ap-
puie donc sur ces deux asymptotes, et le plan OE'F'
passe constamment par la symétrique de O a par rap-
port à OZ. Nous retrouvons donc ainsi que ce plan passe
par une droite fixe, que nous savons parallèle à EF.
Ainsi :

La droite EF, correspondant à un point O de la
cubique', est, en direction, symétrique, par rapport à
l une quelconque des asymptotes de la cubique, de la
droite qui passe par O et rencontre les deux autres
asymptotes.

Or, cette droite O«, qui s'appuie sur la cubique et
deux de ses asymptotes, AA et A>? engendre évidemment
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une quadrique U. Quand le point O s'éloigne à l'infini
dans la direction de Ar, la droite O a correspondante est
la parallèle à Ar qui rencontre A^ et Ar, c'est-à-dire la
génératrice parallèle à Â  dans l'hyperboloïde, H, défini
par les trois asymptotes : les plans asymptotes aux qua-
driques U et H menés par l'asymptote Az sont donc
confondus. Si, maintenant, par un point fixe Q, nous
menons les parallèles aux droites O«, elles engendrent
un cône du second degré qui passe par la parallèle QÇ à
Az, et le plan tangent à ce cône le long de celte généra-
trice a la direction du plan asymptote que nous venons
de considérer. Les parallèles lia aux droites EF, étant
symétriques des droites Qa par rapport à Q^7 engendre-
ront un cône du second degré ayant, le long de QÇ, le
même plan tangent que le cône des droites Qa. JNous
trouverions de même les plans tangents au cône décrit
par lia, le long des génératrices parallèles à Ox et Oj>',
et nous eu concluons que :

Le cône engendré pu?' les parallèles lia à EF est
identique au cône asymptote de Uhyperboloïde, H,
qui passe par les trois asymptotes de la cubique.

Les droites EF décrivent donc la quadrique homo-
thétique à ce cône et qui passe par F, ei7 comme nous
avons vu que le plan OEF est parallèle au plan tangent
à ce cône le long de l'arête Qa, nous obtenons finale-
ment le résultat suivant :

La droite EF engendre une quadrique passant par
la cubique F7 et ayant le même cône asymptote que
Vhyperboloïde H, qui passe par les trois asymptotes
de cette cubique. Ce cône asymptote est d'ailleurs
l'enveloppe du plan OEF.

j° Projetons orlhogonalemenl la cubique Y sur un
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plan perpendiculaire à l'asymptote Ar : nous obtenons
une hyperbole équilatère, y, passant par la trace/> de A2

et admettant pour asymptotes les projections des asym-
ptotes Ax et Ar. Soit a son centre, to le milieu de pa et q
le symétrique de p par rapport à a. Le point to est évi-
demment la projection du centre de l'hyperboloïde H,
qui coïncide, comme nous venons de le voir, avec celui
de la quadrique Q engendrée par EF. Le plan kzaq
étant d'ailleurs un plan asymptote de la quadrique Q
la coupe suivant deux droites parallèles à A2 : celle

d'en ire elles qui appartient au système des généra-
trices EF (sécantes doubles de la cubique) se projette
évidemment au point q : le point /', symétrique de q
par rapport à to, est donc la projection de l'autre, qui
appartient au système différent de génératrices et
rencontre, par conséquent, toutes les droites EF.
Les projections de celles-ci passent donc par r; le lieu
du milieu des cordes EF a donc pour projection le
lieu des milieux des segments interceptés par l'hyper-
bole y sur les droites passant par /'. Or ce dernier lieu
est évidemment l'hyperbole symétrique, par rapport
à to, de l'hyperbole y. Les points de la quadrique Q qui
se projettent sur ce lieu sont donc diamétralement
opposés à ceux de la cubique F. Donc :

Le lieu des milieux des cordes EF est la cubique
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gauche symétrique de la cubique T par rapport au
centre de Vhyperboloïde H.


