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[PRa]

SUR L’'APPLICATION DU PRINCIPE DE DUALITE
AUX THEOREMES DE GEOMETRIE PLANE;

Par M. L. RIPERT,
Ancien éleve de I'Ecole Polytechnique.

Généralités et définitions.

1. Dans un plan S, tout théoréme projectif a un

corrélatif, résultant de la corrélation du point et de la

droite, qui entraine toutes les autres. Mais, en outre, il
y a corrélation directe d’une figure tracée dans le plan S
avec une figure de I’espace rayonnant autour d’un
point S. Les principaux éléments de cette seconde cor-
rélation sont indiqués en regard par le Tableau sui-

vant :

Dans le plan S.

Point (d'intersection de deux
droites).

Droite (de jonction de deux
points).

Droite d’intersection du plan $
et d’'un plan M. En particu-
lier, la droite de linfini I
est I'interscection de S et du
plan de Pinfini. Le corré-
latif de la droite I, dans le
plan S, est up point arbi-
trairement choisi O, que
Jappellerai origine.

Triangle, ses sommels, ses
cOtés.

Courbe du n°ordre, ses points,
ses tangentes, etc.

Autour du sommet S.

Plan (de jonction de decux

droites).

Droite(d’intersection de deux

plans).

Droite de jonction du point S

et d’'un point M. En parti-
culier,une droite spéciale J
est la ligne de jonction de S
et du point choisi arbitrai-
rement comme corrélatif
du plan de l'infini. Le cor-
rélatif de la droite J, autour
du sommet S, est un plan
arbitrairement choisi O, que
jappellerai plan originel.

Triédre, ses faces, ses arétes.
Cone de n®classe, ses planstan-

gents, ses génératrices, etc.
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Je me borne, pour le moment, a ces indications, suf-
fisantes pour les transformations purement descriptives,
que j'examinerai d’abord. D’autres définitions seront
nécessaires pour les théorémes dans lesquels inter-
viennent des éléments conjugués (par rapport & une
conique ou un cone ()], puis des éléments moyens et
enfin des éléments métriques.

2. De méme que la premiére partie du Tableau fait
ressortir la corrélation de la droite et du point dans le
plan S, de méme, la seconde partie montre une corré-
lation spéciale (4 la géométrie autour de S) entre la
droite et le plan.

Ceci posé, soit un théoréme a du plan S; il lui cor-
respond, dans ce plan, un théoréme corrélatif 4, puis,
autour du point S, un second théoréme corrélatif c;
enfin, au théoréme & du plan S correspond, autour
de S, un corrélatif d, qui est en outre le corrélatif spé-
cial de c.

Il est donc possible de quadrupler tout théoréme pro-
jecuif du plan ou, en d’autres termes, d’en déduire un
groupe de quatre théorémes associés.

Les exemples suivants, que I’on peut multiplier indé-
finiment, ne laisseront aucun doute sur la généralité et
Iefficacité de Papplication. J’emploierai, pour les quatre
énoncés, les mémes notations qui auront ainsi, dans un
méme groupe, des significations distinctes mais corréla-
tives. Les lettres a, b, ¢, d indiqueront toujours I’ordre
de corrélations défini ci-dessus.

(') Le mot céne désignera, & moins d’indication contraire, un
cone du 2° degré (2° ordre et 2¢ classe).



Exemples de corrélations purement descriptives.

3. a et b. Deux triangles da plan S sont dits homo-
logiques si les droites de jonction ‘des sommets corres-
pondants concourent en un méme point (centre d’ho-
mologie). Les intersections des cotés correspondants
sont alors sur une méme dronte (axe d’homologie) et
réciproquement.

cetd. Deux tri¢dres de méme sommet S seront dits
homologiques si les droites d’intersection des faces cor-
respondantes sont dans un méme ‘plan (plan d’homo-
logie). Les plans de jonction des arétes correspondantes
se coupent alors suivant une méme droite (droite d’ho-
mologie), et réciproquement.

4. a. Si, dans le plan S, on joint les sommets A,
B, C d’un triangle & deux points quelconques D, et D,,
etsiA,, Ay, By, B,, C,, C; sont les points d’intersection
des droites ainsi obtenues avec une conique quelconque
circonscrite 8 ABC, les droites de jonction A, A,, B, B,,
CyC,; forment un triangle qui est homologique 3 ABC
[théoréme de M. Jérabek, Mathesis, p. 204; 1888 (1)].

b. Si, dans le plan S, on coupe les cotés A, B, C
d’un triangle par deux droites quelconques D, et D,, et
si Ay, A,, By, By, C,, C, sont les secondes tangentes
menées par les points ainsi obtenus 4 une conique quel-
conque inscrike a (A, B, C), les points d’intersection

(') Le théoréme de M. Jérabek a donné naissance & un article
trés important de M. Neuberg, Sur les transformations quadra-
tiques involutives ( Mathesis, p. 177; 1888). Cet article tout entier
est suscepuible d’étrec quadruplé par dualité. Je me propose de revenir
sur ce sujet.
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A,A,, B,B,, C,C, forment un triangle qui est homo-
logique avec (A, B, C)(Mathests, loc. cit.).

c. Si 'on coupe les faces A, B, C d’un triédre de
sommet S par deux plans quelconques Dy, D, (passant
par S) etsi A, A,, By, By, C,, C, sont les seconds plans
tangents menés par les droites ainsi obtenues 4 un coéne
quelconque inscrit au triédre (A, B, C), les droites d’in-
tersection A, A,, B, B, C, C, forment un triédre qui est
homologique avec (A, B, C).

d. Sil'on joint par des plans les arétes A, B, C d'un
tricdre de sommet S a deux droites quelconques Dy, D,
(passant par S) et si A, A,, B, B,, C;, C, sont les
secondes génératrices d’intersection des plans ainsi
obtenus avec un cone quelconque circonscrit au triédre
ABCG, les plans de jonction A, A,, B, B,, C,C, forment
un triédre qui est homologique avec ABC.

5. Remarque. — Le théoréme d, corrélatif de b, est
un corollaire de a par perspective, et de méme le théo-
réme ¢, corrélatif de a, est un corollaire perspectif deb.
Celte remarque, qui peut étre répétée pour les exemples
suivants, montre la liaison intime des quatre théorémes
d’un groupe. En outre, avec le principe de dualité, un
théoréme initial étant démontré, les trois théorémes
associés n’ont plus besoin d’autre démonstration que la
vérification de la corrélation des énoncés.

Ezxemples de corrélation avec éléments conjugués.

6. Il est nécessaire de rappeler et préciser d’abord
des définitions connues :

a ¢t b. Dans le plan S, et quelle que soit 'origine O,
le centre de toute conique est le pole de la droite T de
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Iinfini. Et réciproquement, la droite de I'infini est la
polaire de tout centre de conique.

cet d. Autour du sommet S, et quel que soit le plan
originel O, le plan polaire de la droite spéciale J sera
dit plan central de tout cone. Et réciproquement J est
la polaire de tout plan central de cone.

On observera, ce qui est une conséquence de la cor-
rélation spéciale, que, dans la géométrie autour du
point, un plan n’a pas un pole, mais une polaire; et
réciproquement une droite a un plan polaire.

7. Remarque. — On sait que les couples de diamétres
conjugués d’'une conique déterminent, autour du centre,
une involution dont les asymptotes (r ou i) sont les
droites doubles ct que leurs points a I'infini détermi-
nent, par suite, sur la droite de I'infini, une involution
dont les points & l'infini de la conique sont les points
doubles. De méme, les couples de diamétres conjugués
d’un cone situés dans le plan central déterminent,
autour du sommet, une involution dont les asymptotes
de la section du cone par ce plan sont les droites
doubles, et leurs plans conjugués passant par la droite
spéciale J déterminent autour de cette droite une invo-
lution dont les plans tangents au coéne passant par J
sont les plans doubles. Ces considérations justifient les
cxpressions de droites doubles et points doubles d’une
conique, droites doubles et plans doubles d’un céone
quil sera commode d’employer comme synonymes
d’asymptotes et éléments corrélatifs ; elles dispenseront
de la nécessité de recourir a trois mots nouveaux.

8. a et b. Dans le plan S, deux droites sont dites
conjuguces par rapport a une conique si elles sont pa-
ralléles A deux diamétres conjugués, c’est-a-dire si elles
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joiguent un point arbitraire avec les points sur la droite I
de l'infini de deux diamétres conjugués. Deux points
sont dits conjugués s’ils sont les intersections de deux
diamétres conjugnés et d’'une droite arbitraire.du plan S.

c et d. Deux droites (issues de S) seront dites conju-
guées par rapport 2 un cone de sommet S si elles sont
les intersections d’un plan arbitraire passant par S par
deux plans diamétraux conjugués passant par la droite
spéciale J. Deux plans (passant par S) seront dits con-
jugués par rapport au céne s’ils sont les plans de jonc-
tion de deux diamétres conjugués et d’une droite arbi-
traire issue de S.

Il résulte de ces définitions que 'on peut toujours :
1° dans le plan S, mener par un point donné la conju-
guée d’une droite donnée et prendre sur une droite
donnée le conjugué d’un point donné; 2° autour du
sommet S, mener dans un plan donné la conjuguée
d’une droite donnée et, par unc droite donnée, le plan
conjugué d’un plan donné.

9. Remarque. — 1l importe de ne pas confondre,
dans le plan S, les droites conjuguées ou points conju-
gués, qui viennent d’étre définis, avec les (droites) po-
laires conjuguées, telles que le pole de 'une soit sur
Pautre, ou les (points) poles conjugués, tels que la
polaire de 'un passe par l'autre. Les éléments corréla-
1ifs autour de S sont : les droites polaires conjuguées
telles que le plan polaire de 'une passe par I'autre, et
les plans polaires conjugués tels que la polaire de 1'un
soit dans l'autre.

On remarquera que toutes les définitions qui préce-
dent sont absolument indépendantes de I'origine O ou
du plan originel O. Il n’en est pas de méme des sui-
vanles.
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10. a et b. Deux coniques da plan S sont concen-
trigues si elles ont le méme pole de la droite T de I'in-
fini, coriélative de 'origine. Elles seront dites conpo-
laires si elles ont la méme polaire de ’origine O, cor-
rélative de I. ,

cetd. Deux codnes (de méme sommet S) seront dits
quasi conpolaires s’ils ont le méme plan polaire de la
droite spéciale J, corrélative spéciale du plan originel O.
Ils seront dits guasi concentriques s’ils ont la méme
polaire du plan originel O, corrélatif spécial de J.

11. a et b. Deux coniques sont homothétiques si
clles coupent la droite I de I'infini aux mémes points
(r out). Elles seront dites homotangentes si elles ont
les mémes tangentes (7 ou 7) issues de 'origine O.

¢ et d. Deux cones (de méme sommet S) seront dits
quast homotangents s’ils ont les mémes plans tangents
(r ou 7) passant par la droite spéciale J. lls seront dits
quasi homothétiques s’ils ont les mémes génératrices
(rout) dans le plan originel O.

12. Remarque. — Pour les coniques (ou quadriques)
conpolaires ou homotangentes, on peut voir la bro-
chure : La dualité et I’homographie dans le triangle
et le tétraédre (Gauthier-Villars; 1898). Mais on
observera que, pour les cones de méme sommet, les
mots conpolaire, concentrique, homothétique ou homo-
tangent n'ont pas la méme signification que pour les
quadiiques quelconques (y compris les cones de som-
met différent). 1ls définissent des conditions spéciales a
la géométrie autour du point. C'est ce qui explique
I'emploi du prélixe guasi pour éviter toute confusion.

Ceci posé, passons a diverses applications.

13. a. Dans le plan S, si, par un point P pris sur
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. une conique C, on méne deux droites PA, PB conju-
guées par rapport a une autre conique C', la droite AB
de jonction des seconds points communs i ces droites et
a C passe par un point fixe (théoréme de Frégier géné-
ralisé).

b. Dans le plan S, si, sur une droite P tangente a
une conique C, on prend deux points PA, PB conjugués
par rapport a une autre conique C', le point AB d’in-
tersection des secondes tangentes menées par ces points
a C décrit une droite fixe.

c. Si, dans un plan P, tangent 4 un céne C de som-
met S, on méne deux droites PA, PB (passant par S) et
conjuguées par rapport a un autre cone C' (de méme
sommet), la droite AB d’intersection des seconds plans
tangents menés par ces droites 4 C engendre un plan
fixe.

d. Si, par une droite P, génératrice d’un cone C, on
méne deux plans PA, PB conjugués par rapport a un
autre cone (7, le plan AB de jonction des secondes droites
communes a ces plans et & C passe par une droite fixe.

14. a. Dans le plan S, le lieu des points M par les-
quels on peut mener a une conique C deux tangentes
conjuguées par rapport a une autre conique C', est une
conique C’, concentrique & C et homothétique a C’
(théoréme de Monge généralisé).

b. Dans le plan S, I’enveloppe des droites M déter-
minées par deux points d'une conique C conjugués par
rapport a une autre conique C/, est une conique C’,
conpolaire 4 C et homotangente a C'.

¢. Autour du point S, 'enveloppe des plans M déter-
minés par deux génératrices d'un cone C conjuguées
par rapport 4 un autre cone C' est un céne C’, quasi
conpolaire a C et quasi homotangent 4 C'.

Ann. de Mathémat., 3¢ série,t. XVIL. (Octobre 18g8.) 29
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d. Le licu des droites M, par lesquelles on peut
mener deux plans tangents & un cone C ct conjuguées
par rapport a un autre coéne €/, est un cone C’, quasi
concentrique a C et quasi homothétique a C'.

15. On peut appliquer les mémes procédés de qua-
druplement aux théorémes concernant I’hyperbole
équilatére ou les polaires conjuguées. Par exemple, le
théoreme connu : Le centre d’une hyperbole équila-
tére se trouve sur le cercle circonscrit a tout triangle
polaire conjugué, donne naissance au groupe suivant :

a. Le centre de toute conique C dont les asymptotes
(ou droites doubles, 7) sont conjuguées par rapport a
une conique C' se trouve sur toute conique C”, homo-
thétique & C' ct circonscrite 4 un triangle polaire con-
jugué (par rapport a G).

b. La polaire de 'origine, par rapport a toute co-
nique G, dont les points doubles sont conjugués par
rapport aune conique C/, est tangente a toute conique C’,
homotangente 4 C' et inscrite a un triangle polaire con-
jugué (par rapport a C).

c. Le p]an central de tout céne C, dont les droites
doubles sont conjuguées par rapport a un autre cone C/,
est tangent a tout cone €', quasi homotangent a C' et
inscrit 4 un triédre polaire conjugué (par rapport
a C).

d. La polaire du plan originel, par rapport & tout
cone C dont les plans doubles sont conjugués par rap-
port a un cone C/, est génératrice de tout cone C’, quasi
homothétique a4 C' et circonscrit & un triédre polaire
conjugué (par rapport a C).

16. Pour transformer des théorémes concernant la
parabole, il faut tenir compte des conditions ci-aprés :
1° ]a parabole est une conique tangente a la droite I de
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Pinfini; 2° sa corrélative, dans le plan, est unc conique
quelconque passant par l'origine; 3° le premier cdne
(corrélatif direct) est tangent au plan originel; 4° le
deuxiéme cone (corrélatif spécial ) admet pour généra-
trice la droite spéciale J.

On peut méme trouver ainsi des corrélations inatten-
dues. Par exemple, les théorémes du point de Frégier
pour une conique quelconque et de la directrice d’une
parabole considérée comme sa ligne orthoptique ou
droite de Monge, paraissent indépendants. Mais si,
apres les avoir énoncés convenablement, on les généra-
lise par homographie, on reconnait qu’ils sont corré-
latifs. En eflet, dans le théoréme (13, a), la conique C/,
n'intervenant que par ses directions conjuguées, peut
avoir son centre en un point arbitraire du plan. On
peut donc énoncer ainsi ce théoréme :

a'. Etant données une conique C passant par un point
origine O et une conique C' dont O est le centre (ou
pole de I), I'enveloppe D des droites de jonction des
points A et B de C conjugués par rapport a C' est un
point (ligne de 1™ classe). Le corrélatif est: .

4. Etant données une conique G tangente a la
droite I (ou parabole) et une conique C' dout la polaire
du centre est I (c’est-a-dire une conique quelconque),
le lieu D des points d'intersection des tangentes A et B
a C conjuguées par rapport a C' est une droite (ligne
du premier ordre).

Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer les théo-

rémes c et d'.

Exemples de corrélation avec éléments moyens.

17. Je me borneral aux définitions nécessaires pour
arriver 4 un exemple caractéristique : le quadruple-
ment du théoréme du cercle d’Euler.
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a. Le milieu d’un segment AB d’une droite D est le
centre des moyennes distances, ou, par abréviation, le
point moyen du couple de points (A, B). Il est le con-
jugué harmonique du point & I'infini de D, ou, plus
simplement, le conjugué de ce point par rapport au
couple (A, B) considéré comme courbe de deuxiéme
classe.

b. La conjuguée de la droite de jonction de l'ori-
gine O avec un point D, par rapport a un couple (A, B)
de droites passant par D, lequel constitue une courbe
du deuxiéme ordre, sera dite la droite moyenne du
couple (A, B).

c. Le plan conjugué du plan de jonction d’une
droite D (passant par S) avec la droite spéciale J, par
rapport 2 un couple (A, B) de plans passant par D et
considéré comme cone du deuxiéme ordre, sera dit le
plan moyen du couple (A, B).

d. La droite conjuguée de la droite d’intersection du
plan originel O avec un plan D passant par S, par rap-
port a4 un couple (A, B) de droites issues de S et
situées dans le plan D, ce couple étant considéré comme
un cdne (spécial par perspective) de deuxiéme classe,
sera dite la droite moyenne du couple de droites

(A, B).

18. a. Les droites (qui seront dites quasi- hauteurs),
conjuguées par rapport a une conique X, des cotés d’un
triangle et menées par les sommets opposés, se coupent
en un point H, qui sera dit quasi-orthocentre du
triangle.

b. Les points (corrélatifs des quasi-hauteurs et qui,
par abréviation, seront dits points-hauteurs) conjugués
par rapport a une conique  des sommets d’un triangle
et situés sur les cotés opposés, sont sur une méme
droite H, que j’appellerai 'orthocentrale du triangle.
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c. Autour du sommet S, les droites (qui seront dites
quasi-hauteurs du triédre), conjuguées par rapport a un
cone X des arétes d’un triédre et situées dans les faces
opposées sont dans un méme plan H, que j’appellerai
le plan orthocentral du triédre.

d. Les plans (qui seront dits plans-hauteurs), con-
jugués par rapport a un cone X des faces d'un triédre et
passant par les arétes opposées, se coupent suivant une
méme droite H, que j’appellerai la droite orthocentrale
du triédre.

Les théorémes d’Euler, Feuerbach, etc. donnent dés
lors naissance au groupe suivant :

19. a. Les points moyens des couples de sommets
(A, B, C) d’un triangle, les points d’intersection de ses
cotés avec les quasi-hauteurs par rapport a une conique
circonscrite £ de centre K, les points moyens des couples
(H, A), (H, B), (H, C), sont neuf points d'une méme
conique X', homothétique a X et dont le centre K’ est le
poiut moyen du couple (H, K). Cette conique ¥’ touche
les quatre coniques (7 ou i), inscrites au triangle ABC
et homothétique a T (et ¥'); elle est le lieu des centres
des coniques circonscrites 3 ABC et dont les droites
doubles (ou asymptotes) sont conjuguées par rapport
a %, coniques qui passent toutes par le quasi-ortho-
centre H, etc.

b. Les droites moyennes des couples de cotés (A, B, C)
d’un triangle, les droites de jonction avec les sommets
opposés des points hauteurs par rapport 3 une conique
inscrite = dont K est la polaire de I’origine, les droites
moyennes des couples (H, A), (H, B), (H, C) sont neuf
droites tangentes & une méme conique X', homotangente
a %, dontla polaire K’ de I'origine est la droite moyenne
du couple (H, K). Cette conique ¥ touche les quatre
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coniques (7 ou i), circonscrites au triangle (A, B, C) et
homotangentes a 2. Elle est ’enveloppe des polaires de
Porigine par rapport aux coniques inscrites a (A, B, C)
et dont les points doubles sont conjugués par rapport
a I, coniques qui touchent toutes 'orthocentrale H du
triangle, etc.

c. Les plans moyens des couples de faces (A, B, C)
d’un triédre, les plans de jonction avec les arétes oppo-
sées des quasi-hauteurs par rapport & un cone inscrit S
dont K est le plan central, les plans moyens des couples
(H, A), (H,B), (H, C), sont neuf plans tangents a un
méme cone ¥, quasi-homotangent a X, dont le plan
central K’ est le plan moyen du couple (H,K). Ce
cone X' touche les quatre cones (r ou t) circonscrits au
triedre (A, B, C) et quasi homotangents a Z; il est
Penveloppe des plans centraux des cones inscrits au
triédre (A, B, C) et dont les droites doubles sont conju-
gudes par rapport a I, cones qui touchent tous le plan
orthocentral H, ete.

d. Les droites moyennes des couples d’arétes (A, B, C)
d’un triédre, les droites d’intersection des faces avec les
plans hauteurs par rapport a un coéne ¥ circonscrit
a ABC, dont la polaire du plan originel est K, les droites
moyennes des couples (H, A), (H, B), (H, C) sont neuf
génératrices d'un méme cone ¥, quasi bomothétique
a %, la polaire K’ du plan originel étant la droite
moyennc du couple (H, K). Ce cone ¥ touche les quatre
cones (rout)inscrits au triedre ABC ct quasi homothé-
tiques a . Il estle lieu des polaires du plan originel par
rapport aux cones circonscrits a8 ABC et dont les plans
doubles sont conjugués par rapporta Z, cones qui admet-
tent tous pour génératrice la droite orthocentrale H, etc.

20. Les exemples qui précédent suffisent pour mon-
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trer le parti que 'on peat tirer du principe de dualité
pour la transformation des théorémes projectifs, en
comprenant sous cette dénomination non seulement les
théorémes purement descriptifs, mais tous ceux dans
lesquels interviennent des éléments rectangulaires ou
conjugués, des milieux, des bissectrices, etc. Le point
de départ de la généralisation des bissectrices est évi-
dent : il suffit de remarquer que les bissectrices d'un
couple de droites étant ses axes (c’est-a-dire les dia-
métres a la fois conjugués par rapport au couple et a
un cercle) sont un cas particulier d'un systéme de dia-
meétres (r ou 7) a la fois conjugués par rapport au
couple et a une conique quelconque.

Bien d’autres considérations resteraient a présenter
avant d’aborder les questions métrigues. Je me bornerai
a quelques indications sommaires sur un moyen impor-
tant de généralisation homographique.

Généralisation des théorémes initiaux.

21. Si l'on en excepte les propriétés purement des-
criptives (3, 4), les théorémes initiaux (a) ne sont pas
des théorémes genéraux. En effet, la notion des co-~
niques homotangentes est générale, parce qu’clle con-
sidére une famille de coniques tangentes a deux droites
quelconques données (7 ou i), se croisant en une ori-
gine arbitraire (et par conséquent générale). Mais il
n’en est pas de méme pour les coniques homothétiques,
famille de coniques passant toutes par deux points J,
etJ, (7 ou 7) donnés sur la droite particuliére I de I'in-
fini. L’homographie permet de substituer aux points J,
et J, deux points arbitraires My et M, (7 ou i) d’une
droite générale A et de constituer ainsi une famille de
coniques (que 1’on pourrait appeler homoponctuelles)
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et qui sont les vraies corrélatives des coniques homo-
tangentes.

Le point moyen du couple (A, B), conjugué du
point d’intersection de AB avec la droite particuliére I,
est un cas particulier du conjugué par rapport a ce
couple du point d’intersection de AB avec A.

Deux diamétres conjugués sont les droites joignant
le pole deI adeux points L, et L, de I'involution dont J,
etJ, sont les points doubles; ce sont deux polaires con-
juguées dont les poles Ly et L, sont sur I3 deux droites
conjuguées joignent un point arbitraire aux points L,
et L,. Par suite, deux diamétres conjugués sont un cas
particulier de deux polaires conjuguées dont les polesN,
et N, sont des points de 'involution portée par A et
ayant M, ct M, pour points doubles; deux droites con-
jugudes sont un cas particulier de deux droites joignant
un point arbitraire du plan aux poéles conjugués N,
et Ny, situés sur A.

22. Ceci posé, laissant au lecteur le soin de définir
les éléments corrélatifs des précédents et d’énoncer les
nouveaux théorémes b, ¢, d, on voit, par exemple,
que :

1° Le théoréme (14, a, Monge) se généralise ainsi :
étant données une droite A, une conique G ayant K
pour podle de A et une conique C' coupant cette droite
en M, et M., le lieu des points M par lesquels on
peut mener a C deux tangentes telles que leurs points
d’intersection N,, N, avec A soient pdles conjugués par
rapport a C/, est une conique C”, ayant K pour pole
de A et homoponctuelle a C' (c’est-a-dire passant par M,
et M,).

2° Le théoréme (19, a, Euler et Feuerbach) est un
cas particulier du suivant : Etant donné un triangle ABC
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et une conique X circonscrite et coupant la droite don-
née A aux points (roui) M, et M,, K étant le péle
de A; soient A,, B,, C, les intersections des c6tés
avec A, et A,, By, G, les conjugués de ces points par
rapport aux couples de sommets :

La conique (A, B;C: M, M;) ou ¥ coupe les cotés en
des points A, B;, C, tels que les droites AA,, BB,, CCy
(qui concourent en un point H) rencontrent A en des
points A,, By, C;, poles respectivement conjugués par
rapport a & de A,, B, C,. Les seconds points communs
a AA;, BB;, CC; et a X sont les conjugués des points
d’intersection de A avec ces droites par rapport aux
couples (H, A), (H, B), (H, C). Le pole K'de A par
rapport & ¥’ est le conjugué du couple (H, K) par rap-
port au point d’intersection de HK et de A. La co-
nique ¥ touche les quatre coniques (7 ou i) tangentes
aux cotés de ABC et homoponctuelles a X et ¥ (c’est-
a-dire passant par M,, M,), etc.

23. 1l resterait & étudier les théorémes qui compor-
tent des relations métriques et qui, jusqu’a présent, ont
semblé mettre en défaut la généralité d’application du
principe de dualité. On peut cependant arriver a cette
application en faisant usage des principes dont jai
exposé les bases dans une brochure précitée. Mais ces
bases ont besoin d’étre développées et précisées. Ce
sera I'objet d’un prochain article.



