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[F2a]
SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES DE PREMIÈRE ESPÈCE ( * ) ;

PAU M. E. IXVGGI.

Dans les nombreuses études des fonctions elliptiques
qui ont été faites depuis Abel et Jaeobi jusqu'à ce

( ' ) Cello Note ĉ L un extrait, complété sur quelques points par
l'auteur, des Recherches sur la theorie des fonctions, par E. I\GGY.
Rrsançon, ift<rr E. I.
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jour, on considère comme types de ces fonctions les

trois suivantes :

i° snx, qui a pour substitutions

]/«K-f- iniK''-+- x (m,n = o. ± i , zh-x. ...).

'x (2»i + i )K+2 ni K' — x.

a" cn.r, qui a pour substitutions

4»iK -f-2/i(K -f- i'K') zb x.

3° dnx, dont les substitutions sont

2/?iK -H 4 ni\s! zh xy

et Ton considère que snx et cnx, qui sont liées par

la relation
sn~ T -f- en2 a: = i .

sont respectivement les analogues des fonctions circu-

laires sin -^j x i

respectivement

laires sin -^- x et cos -^-rr dont les substitutions sont

x,

K — x,
et

i //? K z!z .r,

et qui sont liées par la relation

s in- —T x-T- c o s 2 -11- x — i .
•2 A: '2 A:

D'ailleurs, snx et cnx donnent lieu à un théorème

d'addition qui se ramène au théorème d'addition des

fonctions circulaires lorsqu'on annule k.

Toutefois, l'analogie entre snx et cnx et les fonc-

tions circulaires est loin d'être complète : ainsi, les

formules d'addition ne sont rationnelles qu'autant qu'on

y introduit dnx, et n'ont pas la même forme que les

formules relatives aux fonctions circulaires. De plus

sinx et cos.r satisfont à une même équation différen-



tielle de la forme

et il n'en est pas de même de s n j et cnx qui satisfont

à des équations analogues à la précédente, mais diffé-

rentes entre elles. Enfin, tandis qu'entre sin ^ j et

cos -^j x , existent les relations

siru-^r (A- zt x) = cos -^- x, cos -4- (k dz r ) = dz sin
'2/: 2 À- 2 À- v ; ik

entre snx et eux n'existent pas de relations ana-
logues.

Ainsi, sauf la relation sn 2 x -+- cn2x = i, identique
à la relation sin2x -h cos2x == i , on ne trouve que des
analogies assez lointaines entre les deux premières fonc-
tions elliptiques et les fonctions circulaires. La néces-
sité de l'introduction d'une troisième fonction dnx
avec snx et eux, pour rendre rationnelles les for-
mules, nécessité qu'on peut expliquer par ce fait que
les fonctions elliptiques sont d'ordre supérieur aux fonc-
tions circulaires, montre également que l'analogie est
loin d'être complète. On peut penser que l'analogie
cherchée ne se présente que pour snx et eux, parce que
ces fondions élémentaires ont été mal choisies et, en
elfet, de nombreuses recherches ont été faites dans ce
sens, tant au point de vue purement analytique qu'au
point de vue de la représentation géométrique des fonc-
tions elliptiques. La fonction p{u) de Weierstrass a été
inventée dans ce but} mais si l'introduction de cette
fonction dans la théorie simplifie quelques calculs, et si
cette fonction présente quelques analogies avec les fonc-
tions circulaires, notamment au point de vue des déve-
loppements en série et en produits infinis, on ne trouve
pas dans cette théorie deux fonctions corrélatives comme



s inxet cosx, at d'autre part l'introduction nécessaire
dos fonctions 31, dans cette theorie, n'est qu'une modi-
fication, sans grand avantage, au point de vue qui nous
occupe, des fonctions 0 de Jacobi.

La Note présente a pour but de montrer qu'on pour-
rait choisir comme éléments de la théorie des fonctions
elliptiques, deux fonctions présentant par leurs pro-
priétés analytiques, une analogie complète avec les
fonctions circulaires sin,r et eosx, en sorte que cette
analogie pourra servir d'indication pour les recherches
et les applications ultérieures.

I. Les deux fonctions dont il s'agit sont : la fonction

i H
U(T) = —— — ^ s i u = sinam.r

\/k e

qui sera l'analogue du sinus, et la fonction

. . i H t cn.r
C(r) =

- ; SH1 00-8111./*

qui sera l'analogue du cosinus.
Ces fonctions sont toutes deux connues depuis Jd-

cobi; mais leurs propriétés corrélatives n'ont pas, à
notre connaissance, été étudiées jusqu'ici.

Les expressions de u et de <->, en fonction des trans-
cendantes 0 , ou des fonctions sn.r, cno:, dn.r, per-
mettent d'étudier facilement leurs relations et leurs pro-
priétés, aussi nous contenterons-nous de les énoncer :

i° u[x) et \'(JC) sont liées par une relation algébrique
linéaire en u- et V2

(') Pour certains calculs, il y a avantage à mettre cette rrlation
ou«̂  l'une des deux formes

(i — u-) (i — v2) = k'2ujv\ (i — k2ir-) (i — A-V-) h'2.



( 3-1 )

2° II (o) = O, v(p) = I .

3° Les substitutions de u et de v sont respectivement

i)/:-^ '} nik' ~ x,
el

4 mK -f- 2/uk' ± ar.

On les obtient donc, en ajoutant la même période (* )

imaginaire 21K', aux substitutions des fonctions circu-

laires sin —^ x , cos — x, qui sont respectivement

4 wi K -h a*,

? ('2 ?n •+-1 ) K — .r
et

j /?i K ziz rr,

et ceci n'a pas lieu pour snx eux, car la période ima-
ginaire de cnx est 2(K -H Ï ' K ' ) .

4° Les fonctions u et y satisfont aux relations

u(K z'z x) = v(x)y i* ( K ± x ) = zp

relations identiques à celles qui lient

5° u et p» satisfont toutes deux à la même équation
différentielle

analogue à l'équation y'2 = (1 —j 2) à laquelle la pré-
cédente se réduit pour k = o et à laquelle satisfont sinx
et cosx.

( J) C'est en partant de cette idée que « les deux fonctions élémen-
taires cherchées ne devaient différer des sinus et cosinus que par
l'introduction d'une même période imaginaire » que nous avons été
amené, par notre méthode générale de formation d'une fonction au
moyen de son groupe de substitutions, à la considération de v (x).

{Lor. cil.)



On a d'ailleurs

formules qui se réduisent, pour A = o, à leurs ana-
logues

/ / ^ — -J- y/1 — w2, ç'j. = — y/i — y - ,

du cas des fonctions circulaires sinx et cosx.
On a aussi

~ v - . •

I — /C •*('**

iorinules rationnelles analogues aux formules

du cas des fonctions circulaires u = sinx, r = cosa .

6° ït et v̂  possèdent un théoième d'addition dont les
formules

it{r -L- a) —

sont rationnelles (*) et ne contiennent comme éléments
que ces deux mêmes fonctions, et présentent une ana-
logie complète avec les formules d'addition des fonc-
tions u •=. sin^r, v = cosx,

u{x -r- a) — uxva -Httar,, ( (x -+- a) = vxva— utua,

auxquelles elles se réduisent pour A" = o.

( ' ) On peut donner a ces formules d'auties formes qui peinent
t ire utiles clans quelques cas



De ces formules on lire les formules de multiplica-
tion

I —

2i'*V/(» — ^î
1 —— i

I — 1 II J -+-

i)( i — x^4)

. ) ( i — k* v% )

— 2 A'* ttj

^ - 3 U\ VX -+- ^ W2, (,8 ( | / 2. _̂ _ ^2 )

formules analogues aux suivantes

= iux\/i u% — ivx\J\ —

du cas des fonctions circulaiies.
On pourra de même former a(4-**), ^(4<r) c t arriver

à u(mx), v(mx) en opérant de proche en proche à
l'aide des formules d'addition.

Les formules obtenues seront toutes rationnelles eu
ux,vxel ne contiendront que ces deux fonctions, et l'on
conçoit qu'on pourra, dans une certaine mesure au

( /y* \ / /y* \ / /y* .

~ ) y M " ) ' u ( "3 ) '

y^_ j , . . . . En particulier, on peut conclure immédia-

tement de nos formules que " ( ^ i ) ' M~^) s'expriment

par radicaux au moyen des fonctions u(x), v(x).
Des formules d'addition, on tire encore les sui-

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XVII. (Août 1898.) ^4
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vantes (* )

u(x -h- a) - h u( r — (()—~x->h- '

U\T -\- II) — U( ï — a ) = {- > Ua{jr

—ft) -

\ ( ï -\- ü) i {7 - fl) — — j UxUa — - , —•>—'— 2 j

' A 2"

i - A *

A 2-+- A

i - A*

A ' - L - A

/ ^

u}
A'*"

A2

f ci mules analogues aux suivantes

U(T -*- a) — ?i(x - a) = -+- > ut va

u (x a) — a(x a)=—>ua\jc

\ (T i- a) — i (J et) — 2 ( x v(t

v{j *- a) — \ (x — a)— iuxua,

auxquelles elles se îeduisent pour h = o, et qui sont îe-
latives au cas des fonctions circulaires u = sinx,
v •=. cos»r.

On peut ajouter a ces propriétés de nos fonctions u
et v la suivante

u(i\\ —- v) =z -——, v(iK -h x) — ,
ku{x) kv(x)

On peut aii!5si donnu a t es foimules la foim(

u (i -\-a)-+- u {x — a) - M/ ti f l —— '•

u {x ~ a) — u {x — a) — > ua vx —— —i ,



( 3-5 )
qui n'a pas d'analogues dans les fonctions circulaires,
car eue est relative à la période imaginaire des fonc-
tions elliptiques et est donc particulière à celles-ci.

JNous avons formé ainsi le Tableau des principales
propriétés corrélatives des deux fondions

u — sin am/, r = sin co-am.r,

et Ton voit que ces propriétés sont complètement ana-
logues aux propriétés corrélatives des fonctions circu-
laires sinx et cos x.

Ces propriétés conduisent à penser que toute la théo-
rie des fonctions elliptiques pourrait être édifiée sur les
deux seules fonctions u et v, y compris les théories rela-
tives à la multiplication et à la transformation. Eu effet,
si, dans ces théories, il a été jusqu'ici plus simple de se
servir des fonctions à multiplicateur,, 0 ou tf, cela te-
nait à ce que les formules en siu: et eux ne sont ra-
tionnelles qu'autant qu'on introduit d n x ; les peu nom-
breuses analogies qui existent, snx, eux, d'une part,
sinx, eosx, d'autre part, sont alors masquées par la
présence de dnx ; mais une théorie fondée sur nos deux
fonctions u et v présenterait une analogie complète
avec la théorie des fonctions circulaires; il serait d'ail-
leurs inutile de faire intervenir les fonctions 6 ou d
dans cette théorie élémentaire, les deux fonctions u et f
étant complètement déterminées par les égalités

= o,

c' = — / ( i — v'1 ) ( i -- A"2v2), v( o ) — i

On peut prévoir que toutes les fonctions elliptiques
s'exprimeront d'une manière simple par la transforma-
tion ou la multiplication de nos fonctions u et v. C'est
ce que nous pensons avoir démontré dans l'étude sui-
vante, où nous montrons comment eux et dnx d'une



paît, p(u) d'autre part, peuvent être obtenues par la
transformation et la multiplication de la fonction
^ = 5inco-amx; comme toute fonction de première
espèce s'exprime au mo^en de siu1, eux, dnx ou de
p(u)t il s'ensuivra que : toute fonction de première
espèce s'exprime au nioj en de nos fonctions u et v ou
de leurs transformées.

IL Considérons les quatre fonctions de Jacobi ®, H,
(m){, 1I4. On peut former par les rapports de ces fonc-
tions prises deux à deux, douze fonctions elliptiques
inverses deux à deux. JNous considérerons les six fonc-
tions suivantes :

i H
U = —= — = S l i r ,

fk' H
'=Vi"i=i/r.Ê =*' d n x

i H _ sna?
U'2~ J^k' UT ~ ïcnâ-'

i lit enj

_ l *L - l

les six autres n'étant que les inverses de celles-là ( 4) .
Nous allons montrer que u{ et vK d'une part, u2 et v2

d'autre part, peuvent être obtenues par multiplication
de l'argument et transformation du module de u et
de r.

( ' ) Depuis Jacobi, on classe ordinairement ces douze fonctions
par groupes de trois, sous les dénominations sin amx, cosama?,
Aam.r, etc.; c'est, pensons-nous, ce qui fait que les propriétés cor-
rélatives de ces fonctions, prises deux à deux, ont échappé jusqu'ici
à l'attention des mathématiciens.



On a, pour déterminer uK et vK, les équations

= O ,

Si l'on pose
/. A/ _ /r
A t = JJ 7 ,^1 = A ,

les équations différentielles précédentes deviennent

ce qui montre que u{ et ^4 sont des fonctions analogues
à u et t', dans lesquelles l'argument est multiplié par g
et le module est A* ; par conséquent les fonctions uK et \>{

peuvent être obtenues au moyen de u et de v>, par les
opérations connues sous les noms de multiplication et
de transformation. Les fonctions u< et vK satisfont donc,
avec le module A ,̂ aux relations qui existent entre u
et v. On peut d'ailleurs vérifier directement ces rela-
tions. Ainsi :

i° La relation qui lie u{ et y,

A 1 2 ( iï\ - h v\) z=z k- — A2 u\ ^î

devient, en posant -p = hr,,

relation qui ne diiï'ère que par le changement du module
A en k\ de la relation qui lie u et v

u2 H- p 2 = i -H A 2 w21>2 .

2° Les substitutions qui laissent u{ invariable sont :

iK') — x :
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( elles de y, sont

\ m\\ -r- 9 n( K -h iK') ± x.

que pa r l ' in l i o d u d i o n (Tune môme jiéiiode imai>inaiie

2 ^ K - f - / K / ï . Il est a r e m a i q u e r , au p o i n t de vue de la

pé r iod ic i t é , q u " ] i mul t ip l i ca t ion et la t r ans fo rmat ion

ind iquées de i'ai gi iment et du module de u et de v, n ' o n t

iait que ( h a n g e r la pet iode imag ina i r e a z ' K / e n la p é -

i iode im i^inaii e > (K. -\- i K ' ) .

>' On a

ff ( ( k r ) — i , ( / } < ! ( k — r ) = M j ( r ).

On véiilieia également (JIK1 //, ckl i', ont le même
tliéoieme d'addition que u et y.

Considéions maintenant u> et v\». (]es deux fonctions
peuvent êtrr considérées comme déterminées par les
équations dilléientielles suivantes^ (ju'on obtient facile-
ment £iàce aux expressions que nous avons données de
ces fonctions au mo\eii de sn jr, en J , dn x ou des fonc-
tions (-)

U , — f y O If 2 ] ( ' h ' 1 l<\) -

i -, l \ t I i l ) ( \ •— /, ' i ' ) .

( >( <> ) \

Si done on pose g>~~ ~ h li ~ h '» ' ( 's c;(}uations pré-
c edentes deviennent

et il s'ensuit que //_. et e2 sont obtenues par \Ù transfoi-
mation du module/ ou K' et la multiplication de l'argu-
ment p.w — /. des fonc tions // v\ w
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Ceci sufiit pour affirmer que u2 et v2 ont les mêmes

propriétés corrélatives que u et v. On peut d'ailleurs
vérifier directement ces propriétés au moyen des expres-
sions que nous avons données de u2 et de y2»

Ainsi la relation qui lie ti.2 et \>2 est
ni -+- (>| = i -r-A-'*i/|rî,

et s'obtient par le changement de h en À' dans la rela-
tion qui lie u et v.

IL> a pour substitutions

- x.
'i (2 m -4- i ) i K' -i- ? n k - .r.

Celles de v>2 sont

2/1K + x.

Ces substitutions ne dillèrent respeeti\ cment de celles

de sin—'̂ rnX et de cos —..,, x que par l'introduction de

la même période réelle 2K. Il est à remarquer que la
multiplication de l'argument par —i et la transforma-
tion du module k en h' dans les fonctions u et v n'ont
fait que permuter les quantités R et fK' dans les substi-
tutions de ces fonctions.

Enfin l'on a

u.2(iK'± x) = v2(-r ), (;.3(tK'4:.r) = + u*(x).

En résumé, les fonctions u{ et r, , u2 et ^2 ul, par
suite, toutes les fonctions elliptiques de première espèce
qu'on pourra considérer pourront être obtenues, au
moyen de u et de t', par une transformation et une mul-
tiplication convenables. Et, comme les fonctions de
deuxième et de troisième espèces peuvent s'exprimer au
mo\en de celles de première; espèce, on voit que nos
fonctions u et ^ suffisent comme éléments de la théorie
des fonctions elliptiques.
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Si, au point de vue analytique, on appelle sinus ellip-
tique et cosinus elliptique deux fonctions telles que u
et v, on pourra écrire, en mettant en évidence le module
et le multiplicaleur

u = bin e ( A, x ) = sn x1

ux = s m t > l j > , k x j ,

i/2 = siné.( / . ' , — ix ),

çl zr= co \ . ( -j- 7 k x j =

r -> = c o e < < ( Â , - « a ? ) = — >
an a?

et l'on voit que tout problème sur les fonctions ellip-
tiques pourra être résolu au moyen de deux seules fonc-
tions de la forme

sin6.( À, gx ), co% ( k, gx).

La transformai ion
u=f(su

qui permettrait de passer d'un sinus elliptique

u — ^ine(/i, x )

•t\ un autre sinus
s = sinc(/?, gx),

cvst déterminée par les équations di(ïérentielles

c'est-à-dire

(t IL j <•*- «J

i — h 2 s 2 }



d'où
clLl — I A ' — ̂ 2T(i — A'2
'ds ~~ "g\ Tï—

Dans cctle équation, on peut considérer s comme la
variable, u comme la fonction : l'intégrale u de celte
équation différentielle est donc la fonction de s cherchée
M = ƒ'(s)i la constante d'intégration est d'ailleurs dé-
terminée par cette condition qu'une valeur de u = f(s)
s'annule en même temps que 5, car u = sin<?(/r, x ) , et
s = sinc(A, gx) s'annulent en même temps pour x = om,
mais les autres zéros de u(x) et s(x) ne sont pas géné-
ralement communs et la fonction u = f (s) n'est pas
généralement une fonction uniforme pas plus que l'in-
verse de telle fonction.

L'intégrale générale de l'équation difïérentielle pré-
cédente convient également à la transformation de la
fonction

V = COSe(À', X)
en la fonction

/ = cos6,( h,

car on obtient l'équation en v et /, en changeant u en v,
s en / dans la précédente. Mais la constante d'intégra-
tion n'est plus la même, car elle est ici déterminée par
les conditions

ç(0) = I = * ( O ) ,

eYst-à-dire qu'une valeur de v=f(t) doit devenir
égale à l'unité quand la variable t prend elle-même cette
valeur. En ne fixant pas la valeur de la constante \
d'intégration, nous pouvons dire que la transformation
de u en s et celle de v en t s'obtiennent toutes deux par
la même fonction de transformation

/(À, s) ou /(X, t),

intégrale générale de l'équation différentielle que nous
avons donnée plus haut.



11 est intéressant de recliercher ce qu'est la fonction —*

rapport de nos sinus et cosinus elliptiques, car elle est
susceptible de simplifier certaines formules, comme
cela arrive pour tangx dans le cas des fonctions circu-
laires.

On voit facilement que cette fonction ne se distingue
pas de u et v par des propriétés particulières, comme le
fait tang.r de sin r cl COSJT; ses substitutions sont

•> m{ K -h / k' ) -\- iniK'-±- x,

( 7 m - - i ) ( K -+- i K' ) -h i n iK' — x ;

- est donc, à une transformation linéaire près, un sinus

rl/i/)tiqtw de la forme

sine(/^, gx).

Pour trouver cette transformation ainsi que le mo-

dule h et le multiplicateur g, posons w = — et formons

l'équation di(Ierentielle en \v. On Iroinc

w'1 — ( I -+- w2 ) 2 — 4 '̂2 ̂ ;2?

équation qui, par la transformation
w — {k -4- Â-'i) J.

devient
^'2— ( X / - Â')2( I — £ 2 ) [ l (/C + A ' î ) ' ^ 2 ] .

On a donc
3 = s i n e ( / i , ^ . r ) ,

a ver
p = k — k't\
h = ( k -T- / » ' / ) - .

et
- - — — ( k -^ k' i) si nt. ( h, ^ x )

— { k ~ i - . k ' i ) * \ n e \ ( k H - X ' ' / ) 2 , ( X — /i 7 ) . / • ] .

Toutefois, la fonction — pourra être utilisée dans les
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formule-, contenant u et i', de la même manière que
langjt' est utilisée dans les formules des fonctions cir-
culaires.

Considérons encore la fonction pu de Weierstrass,
déterminée par les égalités

Les Mihslil niions de pu sont de la forme
•> m o) - H '>. n w ' z h u ( m , n — o , d z i , r : 2 , . . . ) .

Cette fonction est donc, à une transformation linéaire
près, un cosinus elliptique.

Pour trouver cette transformation et ce cosinus, re-
marquons que ce dernier devient égal à un lorsque
l'argument s'annule, tandis que pu devient infinie. Nous
poserons donc

a -h ht

, , „ _ _ _ _ ,
t étant le cosinus cherché, ou encore

a -*- fi — ( a — 3 ) / 1 — /
J > W = - - ' T — , - - - = * + f . ^ - ^

Portant cette expression de pu dans l'équation dif-

férentielle; en p(u), on trouve aisément que pour que

cette équalion ditîérentielle se réduise à la (orme

il est nécessaire1 et suffisant que

a doit donc être Tune des trois racines désignées par
f,. <-jo, <°:{ par Weierstrass:

a _- rt. Ci. c:i r=z pM,pu)'', ƒ> w' ( co" — to -+- o>'),
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(le signe -h devant les radicaux est le seul qui con-
vienne).

La transformation cherchée est done

\/'2pnVù I H- l

'-— y—f>

où l'on peut remplacer io par a/, ou eo".
/ est le cosinus elliptique déterminé par l'équation

Nous l'écrirons donc

L /3/MO — /»// ' (0 > i ,7—\
* = cosc 4 / -1 -T - » U / ^ o - 4 - v"2/> <*)u

LV 3/>W -r- y/'ip t.) J

où LU a la même valeur que plus haut.
Posant a) = (o,, G/ = to2, to' = d)37 nous avons donc

pour exprimer pu au moyen du cosinus elliptique dont
cette fonction a les substitutions, les trois formules sui-
vantes :

si<2p' a)/ i -f- cosf ( h,, g: u )
'2 1 — COSe( fi j , g jU)

dans lesquelles on a

\\ ù p Wy -h y7 '2 ƒ> "

Nous ne nous étendrons pas davantage sur l'emploi
des fonctions que nous venons d'indiquer pour exprimer
toutes les fonctions elliptiques. Mais nous nous per-
mettrons de proposer de prendre pour éléments de la
théorie des fonctions elliptiques deux fonctions telles
que u et v, ce choix devant donner de grandes simplifi-
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cations tant dans les applications cjue dans la théorie,
notamment dans la formation et l'usage de tables numé-
riques de sinus et cosinus elliptiques, tables qu'on a
essayées sans grand succès jusqu'ici en se servant soit
des fonctions snx et eux, soit de la fonction pu.


