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[F2a]
SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES DE PREMIERE ESPECE (')
Par M. E. TAGGI.

Dans les nombreuses études des fonctions elliptiques
qui ont élé faites depuis Abel et Jacobi jusqu’a ce

(') Cette Note est un extrast, complété sur quelques points par
I"auteur, des Recherches sur la theorie des fonctions, par E. Iacey.
Besancon, 1R8q7. E. L
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jour, on considére comme types de ces fonctions les
trois suivantes :
1° snx, qui a pour substitutions

imK—+aoniK'+2 (m,n=o0.=%1,x=2..).

202m + 1)Kk + 20K — .
2° enx, qui a pour substitutions
4mK 5-2n(K+ (K') 3= .
3° dnx, dont les substitutions sont
omK + jniK' =z,

ct 'on considére que sna et enx, qui sont lides par
la relation
sn?r +cn2z =1,

sont respectivement les analogues des fonctions circu-

laires sin ;‘/T x el cos 2‘71' dont les substitutions sont
4y

respcctivemem
smK +x,

2(2m-+1)K — .,
ot
fmKk =,

et qui sont liées par la relation

ke ™

$in? — 7+ 082 —  =1.

2k 2k

D’ailleurs, snx et ¢nx donnent lieu a un théoréme
d’addition qui se raméne au théoréme d’addition des
fonctions circulaires lorsqu’on annule 4.

Toutefois, 'analogie entre snx et cnx et les fonc-
tions circulaires est loin d'étre compléte : ainsi, les
formules d’addition ne sont rationnelles qu’autant qu’on
y introduit dn.r, et n’ont pas la méme forme que les
formules relatives aux fonctions circulaires. De plus

Y

sinx ct cosa satisfont & une méme équation différen-
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tielle de la forme
y’z = _},27
etil n’en est pas de méme de snx et ecnx qui satisfont
a des équations analogues a la précédente, mais diffé-
N v . . ™
rentes entre elles. Lnfin, tandis qu’entre sin pret
2K
cos z_/_ x, existent les relations
A

. = = .
sing— (k= w)= cos — cos — (A= x) ===sin
Q”'zk( £) LOb‘)k y 2/c( ) si

T

2k F
entre snx et cnx n’existent pas de relations ana-
logues.

Ainsi, sauf la relation sn?x + cn*x =1, identique
a la relation sin?x + cos?x =1, on ne trouve que des
analogies assez lointaines entre les deux premiéres fonc-
uons elliptiques et les fonctions circulaires. La néces-
sité de l'introduction d’une troisicme fonction dnx
avec snx ct cnwx, pour rendre rationnelles les for-
mules, nécessité qu'on peut expliquer par ce fait que
les fonctions elliptiques sont d’ordre supérieur aux fonc-
tions circulaires, montre également que I'analogie est
loin d’étre compléte. On peut penser que 'analogic
cherchée ne se présente que pour snx et enx, parce que
ces fonclions élémentaires ont été mal choisies et, en
elfet, de nombreuses recherches ont é1é faites dans ce
sens, tant au point de vue purement analylique qu’au
point de vue de la représentation géométrique des fonc-
tions elliptiques. La fonction p(u) de Weierstrass a été
inventée dans ce but; mais si 'introduction de cette
fonction dans la théorie simplifie quelques calculs, et si
cette fonction présente quelques analogies avec les fonc-
tions circulaires, notamment au point de vue des déve-
loppements en série et en produits infinis, on ne trouve
pas dans cette théoric deux fonctions corrélatives comme
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sinx el cosx, et d’autre part l'introduction nécessaire
dus fonctions 2, dans cette théorie, n’est qu'une modi-
fication, sans grand avantage, au point de vue qui nous
occupe, des fonctions O de Jacobi.

La Note présente a pour but de montrer qu’on pour-
rait choisir comme éléments de la théorie des fonctions
elliptiques, deux fonctions présentant par leurs pro-
priétés analytiques, unc analogie compléte avec les
fonctions circulaires sinx et cosx, en sorte que cette
analogic pourra servir d'indication pour les recherches
ct les applications ultérieures.

I. Les deux fonctions dont il s’agit sont : la fonction

1 H .
— =snx = sinamxr

qui sera I'analogue du sinus, ct la fouction

u(r)

1 Hy enr
”\/ZE_dnr

sinco—am.r

e ()

qui scra I’analoguc du cosinus.

Ces fonctions sont toutes deux connues depuis Ja-
cobi; mais leurs propriéiés corrélatives n’ont pas, a
notre connaissance, été érudiées jusqu’ici.

Les expressions de w et de ¢, en fonction des trans-
cendantes O, ou des fonctions snx, cnx, dnx, per-
mettent d’étudier facilement leurs relations et leurs pro-
priéLés, aussi nous contenterons-nous de les énoncer :

1° «(x) et v(r) sont liées par une relation algébrique
linéaire en u? ct v2

W02 =1+ A2u2e2 (1.

(') Pour certains calculs, i1l v a avantage a mettre cette relation
sous I'une des deux formes .

(1— ) (1— ) = A2 e, (v— A2 (v — [Py L2
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2° u(o) =o, v(o) =1.
3° Les substitutions de u et de v sont respectivement

fmK—+oniK'+~x (myn=o,%=1,=%£2,..),

2(2m+1)k —onik' — x,
fmK 42K *= .

On les obtient donc, en ajoutant la néme période (')
imaginaire 27K/, aux substitutions des fonctions circu-

laires sin —K X, COS — K X, (Illl sont respectlvemem

fmK—+ x,
2(2m +1)K—zx
ct
jmK=E= o,
ct ceci n’a pas lieu pour snx enx, car la période ima-
ginairede cnx est 2 (K + iK').
4° Les fonctions u et v salisfont aux relations
w(KZza)=v¢(x), ¢(Kxz)=5-u(x),

relations identiques a celles qui lient

.= =
[in —— ¥, €08 —> X

= s T (=
.~ KD sm (/u_.r), u)s‘)'\(/,_:r).

5° uet v satisfont toutes deux a la méme équation
différenticlle
Yr=(—y) 01— L2y?)
analogue a I'équation p'2 = (1 — 3 *) a laquelle la pré-
cédente se réduit pour A =o et a laquelle satisfont sinx
ct cosx.

(') C'est cn partant de cette idée que « les dcux fonctions élémen-
taires cherchées ne devaient différer des sinus et cosinus que par
Vintroduction d’une méme période imaginaire » que nous avons ¢té
amené, par notre méthode géncérale de formation d'une fonction au
moyen de son groupe de substitutions, a la considération de ¢ ().

(Loc. cit.)
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On a d’ailleurs

o=+ (11— w) (1 —h+u?), o =— /(1 — %) (1 — A2p2),
formules qui se réduisent, pour A =o, a leurs ana-
logues

’ 3 ’

ll,:—'——‘/l»—l(z, Ve =—

du cas des fonctions circulaires sinx et cosx.
On a aussi

’

Uy =+ A2 ——— =+ (1 — A2 u?),

’ r 2 )
o= A2 = — u(1—A%¢2)
' 1— A2u? ( ’

formules rationnelles analogues aux formules
We=+v, O — — U,
du cas des fonctions circulaires u == sina, v = cosu.

6 w ct v possédent un théoréme d’addition dont les

formules
Uy v Uy Cp
u(r - «a) = o e )
V= A2 U S 2 g
Cilg— Uyplg
(T - a) = ———

UL— A2 Ug ¥ty 8

sont rationnelles (*) et ne contiennent comme éléments
que ces deux mémes fonctions et Présentent une ana-
logie compléte avee les formules d’addition des fone-
lions « = sinx, ¥ = cos X,

U = () = Uzplq + Ug¥y, (X 4+ @) = 0p Py — Uyrlgq,

auxquelles elles se 1éduisent pour & = o.

(') On peut donner a ces formules d’auties formes qui peuvent
«tre utiles dans quelques cas
St v, — Ruu (w0 --u,0,) U .~ u,v,

l(l(l( - T

1 A-udug v, v v,
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De ces formules on tire les formules de multiplica-

tion
w(2z) = 2UzVe 22Uz (1— ul)(1 — A2u})
I+ KTulel 1 — k2ul,
. 20,/ (t—02) (1 — k203)
- 3
1— Aol
0(22) = 02— ul 1— 202 + A2k
1 — k2udel 1 —2k0l 4 k203
1—a2u + Kuk
= —— 73
1—2kud + hk2ul
“(37) Supvi —ud — k2udvi(uil + k)
= E PR
14+ 2k2uo% (02 —ul)— krudol
03 — Juor+ A2uled (vl - o%)
v(3x) =

3 e 3 9 B P PR
1—ol2uel(0 —ul)— htubed

formules analogues aux suivantes

UT) = 2Upvp = 2Upy I — Ul =20,/ 1— ¢l
v(2x) =92 —ul =—(1—2v%)=1—120u3,
u3z)=3urvi —ui,

e(Bx)=v}—3ulv,.

du cas des fonclions circulaires.

Oun pourra de méme former u(4.x), v(4x) ct arriver
a u(mx), v(mx) en opérant de proche en proche a
Iaide des formules d’addition.

Les formules obtenues seront toutes rationnelies en
g, vz et ne contiendront que ces deux fonctions, et Pon

congoit qu’on pourra, dans une certaine mesure au
moins, discuter les valcurs de u (;) P <2> , u (7;),

x . . . ;g
v (?>, .-+ En particulier, on peut conclure immédia-
2
. [ x x ) .
tement de nos formules que « (; » v ( o ) s'expriment
par radicaux au wmoyen des fonctions u(x), v(x).
Des formules d’addition, on tire encore les sui-

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XVIL. (Aodt 18g8.) 24
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vantes (')
1 — A2ule),
(X U)W —d) — == DU,y Wm
/2
:+)””“/.2—|—/-2([—v;;)(1 ux)’

) b )
F—Arule,,

(r 4 a) —u(r— d) = +oUyf y —F——5
( 1— Aruioiulol

A2
— Uyt y ,
A7 A2 (1 —e2) (1 — ul)
1 —A2uyul
((r md)—— (T — ) —— 2 4q T W u
P —Arupeue,
A2

—_—— 2% >
Al — ) (1 — 2

(r 4+ ( 1— A%02 07
[ a) (7 — A)=—2U Uy — — —_
N —hulelude

L2
20 wn( -uzy’

= 2Uxlla T
)72

formules analogues aux suivantes

U(r =~ a) — u(xr - a)= 42U, vq

w(x o) — (X ) = — DUyl
(@ -a)— (& a)y = 20zV,
pa ~a)—(x—a)— 22Uzl

auxquelles elles se 1eduisent pour k = o, et qui sont 1¢-
latives au cas des fonctions circulaires u = sinx,
¥ = cosZ.

On peut ajouter a ces propriétés de nos fonctions u
et v la suivante

with — E):Z_ul(—;r)’ o(th —l—.T)-—,%(T);

(') On peut ausw donnar a ces formules la forme
Ve — Uy
u(z+a)+ulxr —a) — u v, ———-——,
RV — U,
Oy — ly

u(r- a)—ux —a)=>u,V, —y«————
( ) ( ) « IV,,,VM*—-llxlt,"’
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qui n’a pas d’analogues dans les fonctions circulairves,
car clle est relative a la période imaginaire des fouc-
tions clliptiques ct est donc particuliére a celles-ci.
Nous avons formé ainsi le Tableau des principales
propriétés corrélatives des deux fonctions

u = sin am ., ¢ = sin co-am.z,

et I'on voit que ces propriéiés sont complétement ana-
logues aux propriétés corrélalives des fonciions circu-
laires sinx et cos x.

Ces propriétés conduisent a penscr que toute la théo-
rie des fonctions elliptiques pourrait étre édifiée sur les
deux scules fonctions u et v, y compris les théories rela-
tives a la multiplication et a la transformation. En effet,
si, dans ces théories, il a é1é jusqu’ici plus simple de se
serviv des fonctions & multiplicateur, 0 ou @, cela te-
nait 4 cc que les formules en sna et cnx ne sont ra-
tionnelles qu’autant qu’on introduit dn.x; les peu nom-
breuses analogics qui existent, sna, cnx, d'une part,
sinx, cosx, d'autre part, sont alors masquées par la
présence de dnax; mais une théorie fondée sur nos deux
fonctions u et ¢ présenterait une analogie compléte
avec la théorie des fonctions circulaires; il scrait d’ail-
leurs inutile de faire intervenir les fonctions © ou @
dans cette théorie élémentaire, les deux fouctions u etv
¢tant complétement déterminées par les égalités

=+ /(1— u?)(1— k2u?), w(o)=o,

== e2) (1 - Ao, (o)== 1

On peut prévoir que toutes les fonctions e liptiques
s'exprimeront d'une maniére simple par la transforma-
tion ou la multiplication de nos fonctions u et v. Clest
ce (ue nous pensons avoir démontré dans l'étude sui-
vaute, ou nous montrons comment cnx et dnx d’une
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part, p(u) d’autre part, peuvent éire obtenues par la
transformation et la muliiplication de la fonction
¢ = sin co-amx; comme toute fonction de premiére
espéce s’exprime au moyen de sna, cnax, dnx ou de
p(w), il s’ensuivra que : toute fonction de premiére
espéce s'exprime aw moyen de nos fonctions w et v ou
de leurs transformées.

II. Considérons les quatre fonctions de Jacobi 0, H,
©,, II,. On peut former par les rapports de ces fonc-
tions prises deux a deux, douze fonctions elliptiques
inverses deux 4 deux. Nous considérerons les six fonc-

tions suivantes:

w= - E—%n:r
.oyvke T
/K H ,sna
“=\/% & ="z’
1 H _ snz
= ok H,  ienz’
v 1y enx
B ://f 6,  doz’
¥ H,
v,:\ 2 ?:cn.r,
(S} 1
Oy = ————

‘—/7—_-_'(7)::dnz"

les six autres n’étant que les inverses de celles-la (*).
Nous allons montrer que u, et vy d’une part, u, et v,

’autre part, peuvent étre obtenues par multiplication

de Pargument ¢t transformation du module de u et

de v.

(") Depuis Jacobi, on classe ordinairement ces douze fonctions
par groupes de trois, sous les dénominations sin amz, cosamx,
Aamux, etc.; c'est, pensons-nous, cc qui fait que les propriétés cor-
rélatives de ces fonctions, prises deux a deux, ont échappé jusqu’ici
a Pattention des mathématiciens.
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On a, pour déterminer u, et v, les équations

Wy =+ (0 —u) (KT ¥ kruy), uy(0) =o,

oi=—Vi— ek e]),  v(o)=1.
Sil'on pose
ke

/“l: F’ ‘2‘1:1.',

les équations difiérenticlles précédentes deviennent

U, =+ &y \/(l—u'f V(1 —kyu}),

oy =— gV — o) —kfo}),

ce qui montre que uy et ¢y sont des fonctions analogues .
a u et v, dans lesquelles 'argument est muliiplié par g
ctle module estky 5 par conséquent les fonctions uy et ¢,
peuvent étre obtenues au moyen de u et de ¢, par les
opérations connucs sous les noms de multiplication ct
de transformation. Les fonctions u, et vy satisfont done,
avec le moduale Ay, aux relations qui existent entre u
ctv. On peut d’ailleurs vérifier directement ces rela-
tions. Ainsi:
1° La relation qui lie u, et v,

k2(u? +02) = k2 Kkrulv]
. ke
devient, en posamt v =5k,
(s

2 22— 2 112 02
u} + v} =1+ ktuiel,

relation qui ne différe que par le changement du module
A en k, de la relation qui lie z et v

w4 p2=14 A2u2e2.
2° Les substitutions qui laissent u, invariable sont:

imK+2n(K=+iK') + =,

a2(am +1)K-+2n(K+iK')— x:



celles de ¢y sont

fmk —on(k+ K)o

Flles ne ditterent done de celles de sin——a, cos——uax
) b
>K PN
que par Pintroduction d'une méme période imaginaire
2\K + (KNI est a remarquer, au point de vue de la
périodiaté, que Ty muhiplication et la transformation
indigquées de PVargument et du module de wet de v, n'ont
fait que changer la période imaginaire 21K en la pé-
| s I 2 I
viode imaginaire > (K 4+ 1K),
3 Onoa

il ry = (pth—7r)y= wy(rn

On yvérifiera dgalement que wy et vy ont le méme
théoreme d’addition que w .

Considérons maintenant u, ¢t v,. Ces deux fonctions
peavent &ee considérées comme determinées par les
équations ditlérentielles suivantes, qu’on obtient facile-
ment grace aux expressions que nous avons données de
ces fonctions an moyen de snue, ena, dnwa ou des fone-
tions @

e
Wy, — — iy =1 —Au ).

uy(0) = o,

Si done on pose g, — —u, by = A, les équations pré-
cedentes deviennent
1 / o = L2
it = sy — gy — A3,
Vo= oy — s h— Ao,
0o . .
et il Sensuit que uy et vy sont obtenues par la transfor -

mation du module A on A" et La multiplication de Pargu-
ment par — . des fonctions w ety
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Ceci suffit pour affivmer que uy ct v, ont les mémes
propriétés corrélatives que u et v. On peut d’ailleurs
vérifier directement ces propriétés au moyen des expres-
sions que nous avons données de u, et de v,.
Ainsi la relation qui lie 1y et vy est

w3 + 03 =1 k2ujed,

et s’obtient par le changement de k en A dans la vela-
tion qui lie u et ¢.
ws a pour substitutions
dmiK +a2nK + .
2(a0m+ 11K 202K - .
Celles de v, sont

imiK +2nK =+ x.

Ces substitutions ne diflerent respectivement de celles

™

" _x et de cos—

de sin— .
2/K’ 21K’

Z que par Pintroduction de

la méme période réelle 2K. Il est & remarquer que la
multiplication de I'argument par —7 ct la transforma-
tion du module k£ en X’ dans les fonclions u et v n’ont
fait que permuter les quantités K et 1K’ dans les substi-
tutions de ces fonctions.

Enfin 'on a

(K = 2)=vy(x), (1K' *= ) = = uy ().

En résumé, les fonctions u, el vy, u, et vy ct, par
suite, toutes les fonctions elliptiques de premiére espéce
qu'on pourra considérer pourront étre obtenues, au
moyen de et de v, par une transformation et une mul-
tiplication convenables. Et, comme les fonctions de
deuxiéme et de troisiéme espéces peuyent s’exprimer au
moyen de celles de premiére espéce, on voit que nos
fonctions u ot v suffisent comme éléments de la théorie
des fonctions elliptiques.
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Si, au point de vue analytique, on appelle sinus ellip-
tigue et cosinus elliptique deux fonctions telles que u
et y, on pourra derire, en mettant en évidence le module
ct le multiplicateur

v =sin,(h, x)=snxz,
. he
vy =sin,( —s A J‘),
A
uy=-sin,(h', —ir),

¢ = (‘0*0(/-'y x),

ki,
vi=cose (i A 1’) =cnux.
\

¢y=cos (L', -ir)= —,
: (K ) dnz

et 'on voit que tout probléme sur les fonctions ellip-
tiques pourra étre résolu au moyen de deux seules fonc-
tions de la forme

sing(A, gr), cos (k, gr).

La transformation

w=f(s).
qui permettrait de passer d’un sinus elliptique

v ==<in,(k,x)
A un autre sinus
s = sing(h, ga),

est déterminée par les équations dillérentielles

‘%;‘/(1_142)(1_A2u2) [u(o):S(U):OJ.
ds I S S AU I
22— oV —s2 (1 — h2s?
T = s/ s2y(1— h2s?),
¢est-a-dire
du ds

=dr = )
Viv—u2 - k2u?) ,‘."/(I"—S"Z)(l-—-th?)
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d’ou

du 1 /u—:u_‘l_)m
ds — gV (1—s2)(1— h2s2) ’

Dans cctie équation, on peut considérer s comme la
variable, « comme la fonction : l'intégrale u de cette
¢quation différentielle est donc la fonction de s cherchée
u=f1(s); la constante d’intégration est d’ailleurs dé-
terminée par cette condition qu’une valeur de u = f(s)
s'annule en méme temps que s, car u = sin.(k, x), et
s=sin,(h, gx)s’annulent en méme temps pour x = o0;
mais les autres zéros de u(x) et s(x) ne sont pas géné-
ralement communs et la fonction u = f(s5) n’est pas
généralement une fonction uniforme pas plus que I'in-
verse de cetle fonction.

L'intégrale générale de I'équation diflérenticlle pré-
cédente convient également & la transformation de la
fonction

¢ = cos.(k,x)

en la fonction

{ = cos.(h, gx),
car on obtient 'équation en vet 7, en changeant u cn v,
s en ¢ dans la précédente. Mais la constante d’intégra-
tion n’est plus la méme, car elle est ici déterminée par
les conditions

p(o)=1=1(0),
c'est-a-dire qu'une valear de v = f(t) doit devenir
égale a I'unité quand la variable ¢ prend elle- méme cetie
valeur. En ne fixant pas la valeur de la constante )\
d’intégration, nous pouvons dire que la transformation
de « en s et celle de v en ¢ s’obtliennent toutes deux par
la méme fonction de transformation

S (ks) ou f(A0),
intégrale générale de 1'équation diflérentielle que nous
avons donnée plus haut.
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. ’ . . u
11 estintéressant de rechercher ce qu’est la fonction —,
1 v

rapport de nos sinus et cosinus elliptiques, car elle est
susceplible de simplifier certaines formules, comme
cela arrive pour tangx dans le cas des fonctions circu-
laires.

On voit facilement que cette fonction ne se distingue
pas de w et v par des propriéiés particuliéres, comme le
fait tanga de sinx ¢t cosar; ses substitutions sont

sm(K 4+ (W) +2n/K — 2,
(om--1)(K+-(K')+oniK —a;
u N . . . .. \ .
S est donc, a une transformation linéaive prés, un sinus
elliptique de la forme
sing( A, g@).
Pour trouver cctie transformation ainsi que le mo-
. . u
dule % et le multiplicateur g, posons w = -- ¢t formons
o
Péquation différentielle en w. On trouve
)

W= (14 w2)T— jA2w?,

équation qui, par la transformation
w=(hA+Kk'D)s.
devient
3= (he = —z)[1 — (k+KD)vs2].

On a donce
s =sing(h, gr),

avee
a=k—k'"
o= (kA1)
ot
" ..
w - — = (A+=Kkiysin,(h, gx)

§

= (kA0 sing[(hk+ A0y ch =K D).

; . . . u . e
Coutefois, la fonction * pourra éure utilisée dans les
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formules contenant w et v, de la méme maniére que
tangx est utilisée dans les formules des fonctions cir-
culaires.
Considérons encore la fonction pu de Weierstrass,
déterminée par les égalités
1

\
L N . =0
prEArt sy =5 o =0)

Les substitutions de pu sont de la forme

wmoe +2nw u (myn=o0, 21, =Z2,...).

Celle fonction est done, A une transformation lindaire
prés, un cosinus elliptique.

Pour trouver cctie transformation et ce cosinus, re-
marquons que ce dernier devient égal A un lorsque
Parguments’annule, tandis que pudevientinfinie. Nous
poscrons done

a =+ bt
pU - =
t—-1

7 étant Je cosinus cherehié, on encore

, g
— = 4 - 2 -

1 — ¢ ! 1—:1.

- 2= —(a— )¢

Portant cette expression de pu dans I'équation dif-
férenticlle en p(u), on trouve aisément que pour que
cette équation difiérentielle se réduise a la forme

2= g%

12 01— h2t2y,

o
il est néeessaire et suflisant que

j2 = e — 2y T 0,
2

i82= 192

_—
LA
R S22

a doit done ¢wre P'une des trois racines désignées par
eq. ey, oy par Weierstrass

%= ey ey=popo, pw (W= w -+ u'),

29 = 1o - g3 =2 p (0, Vop o), Vap(w)
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(le signe + devant les radicaux est le seul qui con-
viennc).
La transformation cherchée est done

‘/‘),p”w 141

S puUu=pw
I po+ 2 i —1

2

ou Ton peut remplacer w par o, ou w’.

t st le cosinus elliptique déterminé par I'équation

(2= (;;pwﬂ/m)([_n)( _SpemvarT ),

3pwyap'w
Nous 'éerirons donc

/ e o
t = cos, ?’_/i’_‘/f/’,“, (3pw-yop w)u
3pw-—-—yaop v

ou ® a la méme valeur que plas haat.

Posant w = v,, 0" = w,, v = vy, nous avons done
pour exprimer pu au moyen du cosinus elliptique dont
cette fonction a les substitutions, les wrois formules sui-
vantes:

Vop' w; 1+ cos, (M, &)
2 1 —cos, (hj, g;u)

pu=puw; +
(W) = wy, Wy, Wy),
dans lesquelles on a
ey = (3 oy + Vi7",

LTIy
J= ; —_—
x QpWwj Y rpw;

Nous ne nous étendrons pas davantage sur I'emploi

des fonctions que nous venons d’'indiquer pour exprimer
toutes les fonctions elliptiques. Mais nous nous per-
mettrons de proposer de prendre pour éléments de la
théorie des fonctions elliptiques deux fonctions telles
que u et v, ce choix devant donner de grandes simplifi-
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cations tant dans les applications que dans la théorie,
notamment dans la formation et 1'usage de tables numé-
riques de sinus et cosinus elliptiques, tables qu’on a
cssayées sans grand succés jusqu’ici en se servant soit
des fonctions sux cLcnx, soit de la fonction pu.



