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REPRESENTATION GEOMETRIOQUE DE L'INVARIANT ABSOLU
ET DES GOVARIANTS D'UNE FORME BIQUADRATIQUE;

Par M. LACOUR,
Maitre de Conférences a ’'Université de Nancy.

1. Etant donnée une équation du quatriéme degré
U=aqaqyr,+ 4a,1 23+ 6asx?+ fazx + a,,

nous ferons correspondre aux racines x,, x., X3, x; de
cette équation les quatre points de la conique

(-‘l) X:.Z‘Z, Y=2'Ty

qui sont donnés par les valeurs x,, x., x5, r, du para-
métre x : nous appellerons ces points points fonda-
mentaux (').

On obtient facilement, par un calcul d’identification,
I'équation générale des coniques qui rencontrent la
conique (Z,) aux quatre points fondamentaux. Cette
équation est

S —2AZ =o,
¢n posant
= aOX‘—y— 2a; XY + a3 Y2+ 2a;X —2a3Y + a,,
Sy=Y2— 4ZX,

et en désignant par A une constante arbitraire : quand
on remplace X par x2 et Y par 2x, £, devient nul et 2
devient identiquement égal a U.

2. La décomposition du polynome du quatriéme

(') Voir SaLmoN, Algébre superieure, 2* édition francaise, p. 286.
Paris, Gauthier-Villars.
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degré U en un produit de deux facteurs du second
degré se ramene & la recherche des sécantes communes
a toutes les coniques du faisceau

En effet, soit A, unc valeur de X correspondant a un
systéme de sécantes communes, on aura une identité de
la forme

L =N N =8 (N =Y — vy,
¢t si, dans les deux membres de cette identité, on fait

N\ — 2 Y =1,
il vient

U —(arta=0%c—v)o r2+opxr—7).
Réciproquement, supposons que 'on ait I'identité
U (s02+08r—y)(xar2- >3 rv).

la conique

(2N — 3Y 4+ )(a N —B'Y —~)
est une de celles qui coupent (T,) aux quatre points
fondamentaux; elle peut donc étre représentée par une
équation de la forme £ --7%.X, — o et, comme elle se
décompose en deux droites, elle donne un systéme de

sécantes communes a () et a ().

3. Les sécantes communes aux coniques du faisceau

L—7 8 dg X — o AY —(ay—7)Y?2

- (ay+22)\+ra,Y —a,

s¢ déterminent 4 Paide de 'équation du troisiéme degré

I «y a, @, —2)

N
| «wy wy,— h a, =o.
=Ry a, a,

Cette equation, qui se nomme €quation canonisante,
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peut s'écrire
40—Sh+T =o,
€en posant
dy @, a

S=aya,—4a,a;+ 3a3, T=|a a, a;

a, a; a,

Dés que I'on connait une racine de cette équation, la
résolution de I'équation du quatriéme degré ne dépend
. . ’
plus que d’équations du second degré.

4. La conique désignée ici par (X) est harmonique-
ment circonscrite a (), puisque Péquation en % qui
détermine les sécantes communes aux coniques dn
faisccau

XY =0
manque de terme en )2,

Le discriminant de ¥ cst égal a T'; dans lc cas parti-
culier on T = o, (Z) se décompose en deux droites et,
comme () est harmonigquement circonscrite a (Z,), les
deux droites sont conjuguées par rapport a la conique
(2)-

5. On peut conclure de la que, quand T = o, le poly-
nome U est la somme des quatriemes puissances de
deux expressions linéaires.

En efict, ¥ = o représente alors deux droites conju-
guces par rapport aux tangentes menées de leur point
d’intersection a la conique (X,); ¥ peut done se mettre

sous la forme
S:-P2Q

\2‘3

P ct Q désignant les premiers membres des équations
de deux tangentes a la conique (T). Dans I'identité précé-
dente, faisons X = x2, Y =2x, T devient identique
4 U, P devient un carré parfait puisque la droite P =
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reacontre la conique (I,) en deux points confondus; il
en est de méme de Q. On est donce conduit a unc iden-
Lité de la forme
U = p*+ g*.

p et g désignant des expressions linéaires par rapport
ax.

La réciproque se démontre en reprenant les mémes
raisonnements dans 'ordre inverse.

6. Dansle cas ol T = o, le rapport anharmonique
(244 X2y Xy, x0) des quatre racines de l'éguation U=o,
prises dans un ordre convenable, est égal & — 1. Cela
résulte de ce que (ay, a2, X3, x4) est le rapport anhar-
monique du faisceau des quatre droites ui joignent
Porigine aux points fondamentaux ct que, dans le cas
ou T est égal a zéro, ces quatre points sont sur deux
droites conjuguées par rapport a (I,), savoir les deux
sécanles communes représentées par 'équation T = o.

7. Plus généralement, proposons-nous de calculer le
rapport anharmonique p = (x,, a2, 3, x;) en fonction
des coefficients S et T' de I'équation canounisante.

p est le rapport anharmonique des quatre droites joi-
gnant un point quelconque de (E;) aux points fonda-
mentaux M, M,,M;,M,; si le point considéré de (Z,)
est M;, les quatre droites sont

MMy, M, Ms, MM, MM,

Ge sont les tangentes aux coniques du faisceau
T — 2%, = o qui correspondent aux valeurs suivantes
de &

A= A1, Aay g, .

Ces tangentes ont des équations de la forme

T—2T;=o,



pour
A= )\1, )\2, A3, >

Donc, leur rapport anharmonique

)q-— )\3

(A1y Agy hgy 0) = po—

La question est ramenée a former la transformée de
I'équation
4N —8Sh+T=o,

la transformation étant définie par la formule

=Dy
Sl Yoy v

Pour cela, nous poserons
ha— hy= 3A. h3— k=3B, M — Ae=3C,

de sorte que 'on aura

=

A+B+C=o0 et 0 =—

Mais, en tenant compte de la condition
A=+ Ao+ Ay=o.
on obtient facilement
M=C—B, Jy=A—C, Js3=B—A.

D’aprés cela, S et T sont des fonctions homogénes de
A, B, C respectivement du deuxiéme degré et du troi-
sitme degré; en remplacant C par — (A + B),S et T
deviennent des fonctions homogénes de A et B de degrés 2

. S3
et 3; par conséquent —;

T3 ne dépend que du rapport % ct,

B S, .
%’ 73 S exprime en
fonction de p: si I'on calcule cette expression, on aura
I'équation qui détermine o quand S et T sont donnés.

comme l'inconnuc p est égale a —
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Un calcul qui ne présente aucune difficulté donne

S =1 (A2 B2+ C2) = A2+ AB 4 B,
]

(%3]

ST = (B—C)(C—ANA —B)= (2B A)2A + B)(B— \),
4
et ’on en conclut

1S (1--g+ p?)3
ho7 T (e —11(p —2)(p + 1%

Telle est la relation qui existe entre l'invariant
S3 . .

absolu T de la forme biquadratique U et le rapport

anharmonique » == (x,, Xy, Xy, x;) des quatre racines

de I'équation U = o.

8. La condition pour que les coniques (Z) et (Iy)
soient Langentes, ¢’est-a-dire pour que I'équation aux x
des points d’intersection ait une racine double, est que
Péquation du troisiéme degré en

§13—8)k+-T=o0

ait elle-méme une racine double.

D’apres cela, le discriminant de Uéquation donnée
ne doit différer que par un facteur numérique de celui
de l'équation en )\, c’est-a-dire de

83— -T2,

D’une maniére générale, la discussion de I'équation du
quatrié¢me degré U=o et cclle de ’équation du troisiéme
degré en A peuvent se ramener 'une a D'autre. Nous
nous limiterons ici au cas ou I'équation U=10 a ses
quatre racines distinctes en supposant dans ce qui suit
que S? — 27T? est différent de zéro.



9. Le hessien
H=(ayx?—2a,2 + ay)(a,x* =+~ razxr + a,;)
— (a4 2,2 + az)?
est représenté sur (Z,) par les points ou (Z,) est ren-
contrée par la conique

(apgX +~ a1 Y — @)@\ -~ a;Y -+~ a,)
(X + ayY -~ a3)2 =o.

Or, cette conique est I'enveloppe de la droite

r2(ayX — a1 Y+ ay)+~oxr(a; X +a,Y 4+ ay)
—i—((IgX —'—a,;Y—— (I;): 0,

et cette droite est la polaire, par rapport a (L), d'un
pointde (Z,), celui dont les coordonnées sont x2, 2.r, 1.
La conique sécante est donc la polaire réciproque de (X))
par rapport a (X).

Mais puisque (¥) est harmoniquement circonscrite a
(X4), la polaire réciproque de (X,) par rapport a (T) et
la polaire réciproque de (X) par rapport a (I,) rencon-
trent aux mémes points la conique () (*).

D’autre part, les points ou (I,) est rencontrée par la
polaire réciproque de (X) par rapport a (I,) sont les

points de contact des tangentes communes 4 (X;) ct

a(z).
Douc le hessien est représenté sur (X)) par les points
de contact des tangentes communes a (Z,) et a ().
Vérifions ce résultat par le calcul. La tangente i (X))
au point dont les coordonnées sonl x*, 2x el 1 a pour
équation

Yo—a2xrYa-a2l =o.

En écrivant que cette droite est tangente a (I), on

(') On le voit aisément cn rapportant (£) et (£,) a leur triangle
conjugué commun.
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obtient, pour déterminer le paramétre x du point de
contact, I'équation

a, a; a, I

g as az; —xT
H= = 0.
a, a; a, x?

I —ux 7? 0
En développant le premier membre, on trouve bien

le hessien comme il fallait le vérifier.

10. Proposons-nous maintenant de déterminer, sur
(Z4), les points de contact des tangentes communes a
(Zy) et a une conique du faisceau

S —A%;=o.

Il suffit pour cela d’écrire que les coordonnées de la
droite
X—o22Y+ax2Z =0

satisfont i I'équation tangentielle

a, a, ar+a2h
a, as,— i as ©
= o.
as+ 2 as; a, w
u v w 0 !

Si I'on développe le déterminant et si 'on ordonne

par rapport a A, on met I'équation tangentielle sous la
forme

c(uy, 0, w)— AP (u, v, w) -+ A2gy(u, 0, w)=o,

qui met en évidence les premiers membres des équa-
tions tangentielles de trois coniques, savoir (), (Z,) et
la conique enveloppe des droites divisées harmonique-
ment par (I) et (Z,).

Remplagons dans cette équation tangentielle u, v, w
par les coordonnées de la tangente considérée de () :
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ey (1, v, ) devient égal i 0, s(u,v,w)a H comme on
P’a vu dans le paragraphe précédent; enfin @ (u, v, w)
devient égal a U, résultat qui s’explique en remarquant
qu'une tangente a (Z,) en I'un des points communs &
I) et a (T) est divisée harmoniquement par ces deux
coniques.
L’équation qui détermine les x des points de contact

est donc
II—)U=o.

Donc une des formes de involution définie par
Uéquation
H—3U=o0
est représentée sur (X,) par les points de contact des
tangentes communes ¢ (%)) et & la conique X —).5, =o.
De plus, on a été conduit a I'identité

| a, a, ,— 2)h 1

| a, a,— a, .

[ =l —U.
| a,— 2 A 45 a,, r=

: 1 —x a2 0

11. En considérant en particulier les coniques éva-
nouissantes du faisceau £ — )X, = o, on oblicnt trois
identités trés importantes dans Pétude d’une forme
biquadratique.

Quand la conique £ — % ¥, = o se réduit. 3 un systéme
de deux droites, les tangentes communes a cette conique
et a (X,) deviennent les tangentes a (Z,) menées par le
point double du systéme de deux droites. Les quatre
points de contact viennent se confondre deux & deux
en des points situés sur la polaire du point double.
I.’équation aux x de ces points de contact doit admettire
deux racines doubles, et Von voit ainsi que H —)\U
devient un carré parfait. quand on y remplace ) par
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une racine de /’e'(/u(ln'on
113—S7—T = o.

Il est facile de le vérifier par le calcul. Partons de
'identité

b sao 2B+ B2 ay+vya w
fw o w2
Y 0 o (07 79 . 0
ap +pa 229 gy HTe v | 2 8
— 3
o' ' [’ R o v v
1{ .__«‘/1 hd = A/.“ )u/l/ W | i or rl
% :) .l,
u ¢ « o |

qui donne deux expressions équivalentes pour le pre-
micr membre de Péquation tangenticlle de la conique
(2N BY =27 (' N+ 3'Y —+'7Z)=10. Dans cette
identité, remplacons les coctlicients de P'équation pone-
tuelle de 11 conique évanouissante par leurs valeurs

obtenues § 2, puis u, v, w par 1, — a, 2 x2, il vient
| ty 2 ay—27, (.
N A S
a, a,— ), a; — 7 __g . 5 o ’
a,— o7, ay a, 72 P
| U
| ] —r ) 0

ou, cu désignant par ¢ le déterminant ¢levé au carré
dans l¢ second membre,

H —)q(_l = :;2

1’équation ¢ = o détermine les x des points de ren-
contre de (Y,) avec la polaire du point double de
¥ — % X, = o0, cest-a-dire avec le coLé du triangle con-
jugué commun a () et a (¥,) qui correspond a la
racine X, .

En répélant les mémes raisonnements pour les autres
racines, on obtient les identités cherchées

H—U =25  H—)0 =0, H—=)2U—7y

©, ¥ ¢l 7/ sont représentés sur (X,) par les couples de

|
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points situés sur les trois cotés du triangle conjugué
commun a (%) et a (3).

Un coté de ce riangle est conjugué de chacune des
sécantes communes qui passent par le sommet opposé
du triangle; de plus, il est conjugué de chacun des deux
autres cOtés du triangle. Les principales propriétés des
formes ¢, ¥, -/ peuvent se déduire de la.

12. Pour terminer, nous chercherons i représenter
sur (Z,) le covariant du sixieme degré
y=| % Uy
| H Hj |
On voit aisément, en se reportant aux trois identités
obtenues dans le paragraphe précédent, que chacune
des racines de o, ¥ ou 7 est racine de J. On a donc, en
désignant par m un facteur constant,

— UN
J = moly.

J est représenté sur (3y) par les trois couples de points
situés sur les trois c61és du triangle conjugué commun

a() et a(X).



