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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 1556

(1885, p. 5135)

Les perpendiculaires aux cotés d’un triangle donné ABC,
auxr points ou ils sont rencontrés par une transversale
quelconque d, forment un nouveau triangle A'B'C'.

Démontrer : que les droites AA', BB', CC' se coupent en
un méme point M commun aux circonférences ABC et
A'B'C'; que celles-ct sont orthogonales et que les droites
de Simson du point M, pur rapport aux deux triangles,
sont paralléles a d. NEUBERG.

SOLUTION
Par M. H. Lez.
Le triangle A'B'C’, formé par les perpendiculaires élevées
sur les cotés du triangle ABC aux points E, D, F ot ils sont
rencontrés par la droite d, est évidemment semblable a ce

méme triangle. De plus, ces deux triangles sont homologiques
et les droites AA’, BB’, CC', qui joigneht les sommets corres-
pondants, concourent au centrc d’homologie M. Cette pro-
priété peut se démontrer ainsi.

Prenant le triangle ABC pour triangle de référence, les
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droites AD, BE auront pour équations
mB—ny=o0, ny—Ila=o,

et la droite ED sera représentée par mB — ny + la = o. Une
droite mB — ny — ka = o passant par le point D sera per-

pendiculaire 4 CB ou « = o, si k= ncosB — mcosC; la per-
pendiculaire B'C’ a donc pour équation
mB — ny +(mcosC — ncosB)a = o.
De méme, les perpendiculaires C'A’, B’A’ ont pour équations
ny—!la-+(ncosA —lcosC)f =o,
la+ mB + (mcosA + lcosB)y = o.
On trouve ensuite que les droites AA’, BB, CC’ sont repré-
sentées par
B(m+ ncosA — lcosCG)+y(n+ mcosA + lcosB)=o,
a(l -~ mcosC + ncosB)+y(n+ mcosA + lcosB)=o,
B(m+ ncosA— lcosC)— a(l—mcosC + ncosB)=o;

on voit donc qu’elles sont concourantes.
A T'aide de ces équations, on reconnait que AA’ fait avec AB

. N S
le méme angle que CC’'avec CB, c’est-a-dire que MAB = BCM.
Le quadrilatére ACBM est donc inscriptible ; mais

m’ = KC\B = (’, le quadrilatére A’B’C’'M I’est aussi et les
cercles circonscrits O, O’ aux triangles ABC, A'B’C’' ont un
point commun M ou ils se coupent orthogonalement. En effet,
si on abaisse sur AA’ les perpendiculaires ON, O'N’, on a

IO S TN N TN
SOM = ACM = e, MO’V = MC'A’ = CC'E,
donc
SN SN S
KON = MO'N = BCG + COB = 14,
et
/\‘ /\
OMN + O'MN' = OMO” = 1d.

Enfin, si du point M on abaisse, par exemple, des perpendi-
culaires MD’, ME' sur les cotés G'B’, G'A’, les triangles MD'C’,
ME’'C' seront semblables aux triangles CDC’, CEC’; donc les
triangles D'C'E’, DC'E sont semblables et la droite D'E’ est
paralléle a d.

Par un raisonnement analogue, on prouve que la droite de
Simson, par rapport au triangle ABG, est aussi paralléle a ED.
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Question 1584.

(1888, p. 443,

Soient ay, ay, as, ... des nombres qui tendent, en décrois-
sant, vers séro, et by, by, b;, ... des nombres positifs, qui
croissent toujours. Démontrer que, st la série

alb, ~+ a2(l)g —_ l)l)+ ag((b3—b2)+.‘ .
est divergente, il en est de méme de la série

(@1 — as) by + (ay— az)by+ (ay— a,)bs+....
(E. CesAro).
SOLUTION
Par M. A. Bouur.

Je vais démontrer que les deux séries
(1) arby+ as(by— by) + az(by—by) +. ..,
(')) (al——az)b‘—f—(ag—a;‘)bg-f—((lg——af,)b:g‘f—.-.
sont divergentes en méme temps; a;, as, a;, ... élant des

nombres décroissant indéfiniment; by, Do, b3, ... étant des
nombres positifs croissant indéfiniment; je pose

my, my, Mg, ... étant des constantes convenablement choi-
sies.
La série (1) devient alors

Qaq ay a,
(3) my+meg— —my+ mg— — Ma—~+ My — — Mz—+....
ay a; as

Cette série est supposée divergente; si nous lui enlevons
tous les termes négatifs, il restera la série

(%) my—— my—+ M3+ Ny, +...,

divergente a plus forte raison.
Changeons maintenant 'ordre des termes de la série (3), de
facon a l'écrire

! a; 7z a,
(5) (l——2>"11+(l—-—">nlz+ T— =) my+....
ay as as
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D'apreés les hypothéses, les coefficients des termes de cette
série sont tous positifs et finis.

Donc la série (5) peut étre considérée comme formée par
la série (4) dont les termes auraient été multipliés par des
nombres différents mais finis.

(4) étant divergente, (5) l'est alors aussi. Or la série (5)
n’est autre chose que la série (2). On s’en apercevra en rem-
placant my, my, ... para;b;, as by, .... La démonstration est,
donc faite.

SOLUTION
Par M. J. FRANEL.

Désignons par S, et £, les sommes des n premiers termes
dans les séries respectives

(1) ayby+as(by—by) + az(b3—by) +...,
(2) (ay— az)by+ (ays— a3)by+ (azs—a,)by+. . .;
on aura

(3) Sp=S8p—an+10n=8,—apb,+ by(an— apsy).

Si le produit @, b, reste, pour toute valeur de nr, inférieur
a un nombre fixe A, la somme =,, qui est > S, — a,b,, aug-
mentera indéfiniment avec n, puisque la série a termes posi-
tifs (1) est, par hypothése, divergente, et le théoréme est
démontré.

Supposons maintenant que, quelque grand que soit A, il
existe toujours une infinité de nombres n tels que a,b, soit

>A.Ona

Shap— Epn=(Qn+1— An+2 VYont1~+. ..+ (Qn+p—An+p+1 )bu—+p
>bpr1(@pi1— iz ..+ Qnip— Qpipit ),

c’est-a-dire
(1) Zpep— En> bps1(@nr1— Gnap+r ).

Laissant n fixe, supposons que p devienne de plus en plus
grand, @pip+q tendra vers o. On pourra donc, aprés avoir
choisi une quantité positive e quelconque, assigner un nombre P
tel que, p étant > P, byr1 @pipat, 80IL 2. On aura donc,
pour toutes les valeurs de p > P,

(5) Saep> Za+ bupyr1@pey—e.
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Aprés avoir choisi un nombre A aussi grand qu’on le veut,
on pourra, par hypothése, déterminer n, de maniére que
bpi1@piy s0it > A; ce nombre n étant fixé, on pourra ensuite
assigner un nombre P tel que I'inégalité (5) soit satisfaite
pour p > P. On voit donc que Z,,, finit par surpasser tout
nombre donné d’avance, si grand qu’il soit. La série (2) est
donc bien divergente. C. Q. F. D.

* Norta. — Les deux solutions qui précédent ont paru dans V/nter-
meédiaire des Matheématiciens (p. 218-219; 1896).



