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[B2a]
SUR UN SYSTEME REMARQUABLE DE » RELATIONS
ENTRE DEUX SYSTEMES DE » QUANTITES;
Pax M. G. FONTENE,

Professeur au Collége Rollin.

I.

1. La discussion du systéme connu d’équations
ar + by +cz =o,
bx +cy +az=o,

cx +ay +bs=o,
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ou, en remplacant x, y, z par z, ¥, x,

as +by +cx =o,
(a) « bz +cy +ar=o,

cs+ay + bhr = o,
ou

ar—+(bz —cy)=o.

by —(cr +az)=o.

s+ (ay +bx)=o,

conduit a ceci. Soient n quantités wy, g, o ., Uy, LN
autres quantlités .y, Xy, ..., x,. lides par les nrelations

homogeénes

Uy Tp~+ Us Xy == o .+ UpTy = O,

/
s Uy X+ Uz T+ .o+ U Ty =0,
( .................. e ,

UpZp =+ U Ty + oo~ Uy Ty = 0,

(1)

la loi étant que le résidu de la somme des deux indices
par rapport au diviseur z cst constant dans chaque rela-
tion, ct prend les valeurs successives 1, 2, ..., 0. Dans
ce qui suit, un indice plus grand que n doit ¢étre rem-
placé par son résidu relatif au diviseur 2.

Nous montrerons d’abord qu’une solution en donne
d’autres.

Une solution du systénse étant

(M) 5 wy = my, Uy = m,, ceey

Ty= Ay, Ty = h2, R}

inscrivons les n quantités m anx sommets d'un polygone
réguiicr convexe en allant de gauche a droite, les n quan-
Llités . aux sommets d'un polygone régulier convexe en
allant de gauche a droite, ¢t convenons de dire que ces
deux polygones convexes, parcourus de gauche a droite
a pal‘til‘ des sommets my el iy représcntcnt une solution.
‘Deax contours obtenus en prenant les sommets de & en
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k, k étant premier avec n, a partir de deux sommels
quelconques m, et g, représentent encore une solution,
¢’est-d-dire que I'on peut prendre

‘ wy=m,, Wo= My, Uy = M/, .

) Xy 7= Ay, Ty= Ast/, Ly = [hs+2/s st

en ellet, Ta (0 + o€ relation du systéme (1), commen-
cant par w ., x,. scra satisfaite si 'on a

Mp e Pes-(r—1) e == M ha-t) e s rn—ayh o o 0 == 0,

les n indices des m, par exemple, élant distincts, et la
somme des indices élant constante; or, cela a lieu par
hypothése. Deux valeurs de & complémentaires par
rapport a n donnent les mémes polygones réguliers,
mais parcourus une fois dans un sens, une fois dans le
sens conlraire, ce qui correspond a des solutions dis-
tinctes.

De plus, on peut prendre pour les w les valeurs u,
pour les x les valeurs m; en effer, d'apres la loi des
relations (1), chacunc de ces relations se reproduit quand
on échange «y et xy, us et &2, ..., ct celie remarque
suflit A démontrer le fait énoncé.

En particulier, on peut prendre, avee h=n—1,

r=s:=,
| =2y, Uy == p—y. 1y = Wy, ey
{ xy=m,., Zy= M,—y, Xy = My, ceey

ce qui revient a échanger, dans la premiére solution,
uy et Iy, Us CLXs_ 4y - .., la somme des indices dtant
r—+ 1, c'est-a-dire les facteurs qui s'accompagnent, dans
la (r+ l)““"‘c des relations (1) pour r =n, on échange
Uy €L Luy Uy CL Ly, « o -y cest-i-dive les facteurs qui
s’accompagnent dans la premiére des relations (1); si
Pon remplace la notation xu, 2y 4, xp_e, ... par la
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notation X,, X,, X3, ... qui peut paraitre plus naturelle,
c¢’est ce dernier fait qui apparait d’abord : la différence
des indices étant alors constante dans chacune des rela-
tions (1), et prenant les valeurs o, 1, 2, ..., n —1, sl
Pon échange u, et X,, u, et X,, la premiére relation se
reproduit, et 'ordre des n — 1 autres est renversé.

2. Voici maintenant ce que 'on peut appeler la réso-
lution du systéme (1). Ayant observé que les n relations,
considérées comme des équations en x,, Xy, ..., sc
réduisent a une seule si l'on a

W uy __ Up _ ny

175 1728 I

ct reconnu ainsi le réle des racines n'e™e de 'unité dans
la question, désignons par § une racine de 'équation
binome

(2) 0n—1—o0,
et ajoutons les relations (1) multipliées respectivement
par 6774, 1, 6,62, ..., 6272 nous aurons

(Ui 0ug+...+ 021w,y (214 Oy +. . .+02-12,) = o,
les u et les x étant ainst séparés. En donnant & § les n
valears 8, 0,, ..., §,, nous aurons un systéme de rela-
Lions équivalent au systéme (1), attendu que le détermi-

nant des multiplicateurs employés pour déduire le nou-
veau systéme du premier, ¢’cst-a-dire le déterminant

1 I v 1
6, 0, ... 0,
02 03

Lo 020

-1 n— n—1{
I T S B

“est e produit des différences des n quantités § prises
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deux a deux, et n’est par conséquent pas nul. Dés lors,
pour satisfaire au systéme (1), il faut avoir

( uy+ 0 uy+ 03 uz+...+ 0% tu,=o,

(3) ¢

up+ 0w+ 03wy +...+ 08"y, =o,

U+ 01+ 0313 +. ..+ 021w, = o,

avec
Z1+ Opry 2y =+ 03 25+ ..+ 03Tl 2n = o,
(i) T+ Bpiozy+0) 234+ . .4+ 03Tz, =0,

zy+ 0,2, +02x; —+—...4+0%"1x,=o0,

les § étant partagés en deux groupes, et I'on aura diffé-
rents genres de solutions selon la valeur de p, qui
ponrra étre o, 1, 2, 3, ..., n, et selon la facon dont on
eflectuera le partage des § en deux groupes; on peut dire
que la solution donnée par les formules (3) et (4) est
du genre (p, n—p).

3. On peut modifier la forme de la réponse en expri-
mant les « en fouction de » — p paramétres et les x en
fonction de p paramétres. Pour les u, par exemple, il
faut connaitre n — p solutions distinctes du systéme (3),
ct nous reviendrons sur le sens bien connu du mot
distinctes daus les questions de ce genre; or on a pré-
cisément les solutions
1

I
lta:.ﬂT.’ ceay un_—_——,;_—‘
p+J P+)

ug=1, Uy = s

’
Op+s
J prenant les valeurs 1,2, ...,n—p, et ces n—p
solutions sont distinctes. D’abord ce sont des solutions,
c’est-a-dire que 'on a

0; 0; )’ < 0; )3 ( 0; \n—1
(= (=) + () + =o,
! < 0p+j ) <6p+i Bpri/ 0p+j )

. 0,
i prenant les valeurs 1, 2, 3, ..., p: cn effet, g est
p+J
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une racine de ’équation (2), autre que 1, ct clle satis-
fait, par suite, & I'équation obtenue en divisant le pre-
micr membre de I’équation (2) par § — 1, c'est-a-dire &
P’équation
On—t 4 fr-2q .+ 0+1=0.

Le systeme (3) admet done la solution

U= Apy T Apas L = Ay,
a a a
p+1 P+ n
U= -+ +. o+ >
Dot 0,0y 0,
a4 a a
' / - 1 p+2 | n
(3") wy= g g e
P+ pP+2 n
S e et .y
Up= al'_*:‘ —_— (_'E . -+ _ilL,
- gn-v n— n—1
0/:+l ﬂ['r:! 0"

les n — p quantités a étant des parametres arbitraires.
En outre, les 7 — p solutions indiguées sont distinctes,
c’est-a-dire ne satisfont pas & uve méme relation linéaire
et homogéne, autendu que, dans la matrice a laquelle
clles donment licu, matrice que ’on peut live sur le
Tableau (3'), le premier déterminant, par exemple, est
différent de zéro; les formules (3') donnent donce la so-
lution générale du systéme (3). Je rappelle le raisonne-
ment qui démontre rigoureusement ce fait. Le sys-
teme (3) détermine les p dernicres quantités u en
fonction des n— p premicéres, que 'on peut se donner
& volonté; or c'est aussi ce qui a lieu avee les for-
mules (3'), et Fonpeut disposer des n — p pavamétres a
pour donner aux n — p premicres (uantités u des va-
leurs quelconques; car, si Pon se donne les valeurs des
n— p premiéies quantités w, on a n— p équations
entre les 2 — p quantités a, et ce systéme d'équations a
une solution, le déterminant des cocflicients des incon-
nues étant différent de zéro, comme on I’a dit. On peut
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douc regarder indifléremment les n quantités « comme
liées par les p relations (3), ou comme données par les
formules (3'), qui rvenferment n —p paramétres arbi-
traires a.

De méme, on peut remplacer les n— p relations (4)
entre les n quantités x par les formules suivantes, qui
renferment p paramétres arbitraires o

[ T = Qg = %y Ay e Ay,
oy a a3 o
Ty = — + o4+ 2 o4+ B
01 6-) 03 ep
o, oy oy ag
(4 ) r3 = o5 —+ '6—2- -+ 6—2' - -+ -,_{)J
1 2 3 »
e L, PPN ey
L ../
x - =1 n—1 .
\ n 0/‘1—1 ()gAG 0§z<| gr-1t

4. Finalement on peut remplacer le systéme (1) par
un systéme formé :

D'une part, des p relations (3) ou des formules (3')

D’autre part, des n — p relations (4) ou des for-
mules (4).

Il pourra étre avantageux de prendre les formules
(3') et les relations (4), .... Si l'on prend les for-
mules (3') et les formules (4'), on peut dire que,
avec n paramétres @ et n parametres o, liés par les n

relations
(5) a;a; = o, g%y = 0, ceey anpo, =0,
la solution générale du systéme (1) est
‘u*:ﬂ— ik E T
A 0=t 0 gt

(6)
r) = —— + —— +..oF =)

<
( - %] As [ 79}
 gh— - X1
o= gy o
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on vérific aisément que ces formules satisfont aux rela-
tions (1).

5. Les faits énoncés au n°® 1 se vérifient facilement
sur les relations (3) et (4), ou sur les formules (3')
et (4).

Le systéme [(3) (4)] admettant la solution (M), la
i*m des relations (3) donne

my+0;mg +02m; +...=o,
ou

m, -+ 0;m+ 0 mpyg+...=o0,
ou encore

mp4+0Fmp 4+ 0 mppgr +...=o0,

k étant premier avec n afin d’obtenir tous les termes,
ou, en posant Bf‘ =0,,

My~ 0; My O} Mpyop ~+...==0;
la jiéme des relations (4) donne de méme
s 4 05 s k= 0F Lok +. .. = 0

comme 6,, 8,, ..., pris dans leur ensemble, sont 0,
02, ..., 0 étant une racine primitive de I’égunation (2),
les quantités © sont 8%, (§%)2, ..., c’est-a-dire §;, 6, ...,
puisque 8% est une racine primitive de I'équation (2).
11 suit de la que 'on a une solution du systéme (1) en
prenant uy=mp, Us==Mr k) « ooy T1=MUsy T2=Msrky --+}
clle correspond a un systéme de § que Von obtient en
remplacant chacan des premiers § par sa]puissance
kitme: pour k= n —1, chaque 0 est remplacé par son
inverse.,

La symétrie entre les u et les x est, d’ailleurs, en évi-
dence dans les relations (3) et (4), ou dans les formules
(3) et (4'); le systéme admettant la solution (M) et
celles qui s’en déduisent comme on vient de dirve, on
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a aussi la solution

Uy = g Uy = U,

xry = my, Iy = Mms.

ct celles qui s’en déduisent; si la premiére solution est
du genre (p, n — p), les u vérifiant p relations, les x
vérifiant n — p relations, la seconde est du genre
(n—p,p), les u véritiant n — p relations, les x vérifiant
p relations. (Relativement au fait particulier signalé au
n° 1, et correspondant a A =n —1, r =s, on peut re-
marquer que la substitution 4 chaque 8 de sa puissance
(n—1)*™e n’est pas autre chose que la substitution, a
chaque 0, de son inverse.)

1.

6. Si dans le systéme (1), on regarde les x comme
des inconnues, on est amené a considérer 'expression

a b ¢ ... k1
b ¢ d ... 1l a
(n—1)(n-2)
(=) 4= c d e ... ab > (—1) 3 i

kloa ... i
Ll a b ... j k

Par analogie avec la remarque faite au début du n° 2,
on peut observer que I'hypothése A =o entraine,
comme conséquence de faits bign connus. les relations
suivantes entre les premiers mineurs,

A B C L i
— = m e =, .= = = =y 0”:],
B C D A 0
c’est-a-dire
\ B C L

Ann de Mathemat., 3¢ série, t. XVIL. (Juillet 18¢y8) 21
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et, par suite,

(9) a—+00-+4ch24...4 1601 = o;
on en conclut

(10) A=n(a+b6+c6’+...+16"~1);

on peut le voir directement. La relation identique
0=t =20 4 02302 .. . — o,
8" = 6, donne alors
Af'n—t - BO'r—2 4+ CO'r=3 4. . = o,
comme conséquence de 'hypothése (g), et il en résulte
que le premier membre de la relation que Pon vient
d’écrire est, a un facteur numérique prés, le produit des
facteurs a + 08 + c 82 +. .. fournis par les § autres
que §'; appliquant ce fait 4 §, on a
(1) A=(a+b0+ch24+.. . )(A+BOr-14 COHr—24_ )
et on le vérifie aisément.
Pour n = 4, par exemple, la formule (10) donne
s I pie,

A= (a? — ) — (b2 — d?)? + fac(b? +d?) — fbd(a? + c2).

II1.

7. Pourn =3, la discussion du systéme () se 1éduit
a cecl :
1° Si l'on a

les quantités z, y, z sont quelconques ;
2° Les trois équations se réduisent A une seule,

. z+8y + 0tz =o0,
sil'on a

avec 93 =13
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3° Silona
a -+ b8 4 ch2 = o.

sans étre dans le cas précédent avec § ou 47, on a

x

)2

4°Si l'on a
(@+b0+c02)x<...x...~0,

ona
xr =o, y = o, 5= 0.

8. On a alors
(12) A=+ b+ c3— 3abe.

A propos de la formule (10) appliquée i ce cas, soit
(13) A=(a+b+c)a+ba+ca?)(a—+ ba?+ ca),

2 élant une racine primitive de l’équalion binome

6% = 1, observons que I'hypothése

a+bh+cl2=o0 on b - ch2=—a,
donue facilement. par une élévation au cube, A =o0;
de 1a deux remarques. Iabord, si on regarde I'égalité
(1) a’—3abe — (D3 +cY)=o0
comme une équalinn en a, dont les racines sont
— b6 — ¢ 62, I'identification avec Péquation

a4+ pa+ g =0

donne une méthode de résolution de ’équation du troi-
siéme degré, identique an foud & la méthode classique;
on peut dire que P'on identific I'équation & résoudre
avec celle que donne 'annulation du produit (13).

D’autre part, étant donnée I'équation

YT YN 4+ VP —o,

(15)
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on obtient d’abord

(16) M+ N+P — 3 yMNP =o,

par un calcul qui revient a effectuer le produit (13) avec

3/ 1 . . . -
yM aulieude a, .. .; a priori, le premier membre de
I’équation finale

(M+N+P)3—27MNP =o

est un produit de neuf facteurs.
L’identité

(17) A=(a+b+c)(A+B+Q),

avec A=a? —bc, ..., est employée quand on com-
mence la transformation de la fraction

1
(18) ==
VM + YN+ VP’
on pose /M = a, . . ., ¢t Pon muliiplie les deux termes

dela fraction par le facteur A 4+ B+ C; c’est du moins
la méthode la plus simple.

Le facteur A + B + C estessentiellement positif, nul
seulement pour @ = b = ¢; on en conclut

ad 403 +¢c3

3 2abe,
ou
-1 P
(19) in > /MNP,

dans I’hypothése
a+b+czo
ou

(20) \/ﬁ+VN+€/l—)__>_o;

pour M, N, P positifs, cela rentre dans un théoréme
général.



