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[R8+]
SUR LE MOUYEMENT D'UNE BARRE QUI S’APPUIE
SUR DEUX DROITES DEPOLIES:
Pir M. A. DE SAINT-GERMAIN.

La discussion compléte du mouvement d’'une barre pe-
sante AB, dont les extrémités sont assujetties a glisser
respectivement sur deux droites fixes, rectangulaires,
OX, OY, est extrémement compliquée; mais, si 'on
suppose la barre homogéne, non pesante, et le coeflicient
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de frottement sur OX et sur OY ayant la méme valeur f,
la discussion devient facile et la simplicité de ses résul-
tats lui donne quelque intérét.
Je suppose la masse de la barre égale a 'unité, sa
longueur & 2a; M désignant son milieu. soit § I'angle

db .
’ . N !z \
MOX ¢égal a MAO. Je suppose § égal a 27 loujours po-
sitif, et je me borne a étudier les circonstances du mou-
vement uand § croit de o a ':, on en déduira aisément

ce qui s¢ produira quand O passera dans les quadrants
suivants :

Soient X, Y les réactions normales exercées sur B
par OY, sur A par OX et comptlées positivement dans
le sens des axes: les forces de frottement, comptées aussi
positivement dans les mémes sens, sont ¢fY en A,
dfX en B, ¢, ¢ désignant les facteurs 1t onu —1u, de
telle sorte qu’on ait

(1) :Y >o, ¢\ <Zo.

Le cenwre de gravité M a pour coordonnées a cosh,
asinf, ct son mouvement est déterminé par les équa-

tions
—a(0"sinf -~ 02cos0) = X+ 2/,

a(®"cosh—0"2sinh) =Y+ :/X;

l¢ théoréme sur les moments des quantités de mouve-
ment par rapport au point O donne

a0’ — L« =2aYcosh —2aXsinb.

Nous avons lrois équations linéaires d’ou I'on peut
tirer les valeurs de 67, X, Y : leur dénominateur com-

mun cst
P =) f2—3(z <) f<inh cosh,



( 309

ct l'on a

(.2) PO = 3f(esin20 — <’ cos20)0'2,
) ( PX=—a(2c030 +zfsin0)0'2,
(3)

PY=— a(2sin® + ' fcos0)02.

Cherchons s'il est possible de déterminer @ priori les
valeurs de § anxquelles conviennent les diverses com-
binaisons de signes qu’on peut admetire pour ¢, €, eu
égard aux conditious nécessaives (1). Je fais une pre-
miére distinetion, qui se justificra bientot, suivant que
JfestZ\/a.

Supposant d’abord f<C\/2, je considére deux cas :

1° ¢ —=—c. P, égal a 2 — f2, est positif et, cu égard
aux relations (3), les inégalités (1) deviennent

3

(4 2:8in0 — fcosh <o,  2:cosh -+ fsinh <ou;

il faut ct il suffit, pour qu’elles soient satisfaites, que e
soit égal & — 1 et § inféricur a Parc X dont la tangente

2
est ~-

S

2° ¢=c. P, égal a o+ 24 3¢fsin2f, nest plus
toujours positif. La combinaison des relations (1) et (3)
(]()Illlc

(5) P(2zsin0 + fcosf) <o, P(2zcos0 + fsin0) > o.
Quel que soit le signe de P, ¢ doit étre égal & —1; on
voit alors que P n’est négatif que sif est compris entre
7: . . .-
poet S —p, p élant le plus petit are positif dont le

2+ f2

. , , .
double a pour sinus 55 w w'est réel que si f oest

compris entre 1 et 2; mais il nous sera utile de con-
naitre le signe de

2t 4 (=) (1= §)
3f b+ 12 3f(S2+4)
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Avee nos hypothéses, & est > Zet sina) < sin2p. Si
4
I'on suppose P > o, les inégalités (5), ot e=—1,
exigent que § soit > %; or, pour toutes les valeurs de §
. k19 . . . o

comprises entre A et~ P est positif, et les inégalités
(5) eflectivement satisfaites. Si P devait étre négatif, les
mémes inégalités exigeraient que § fut < 1—; — ), sin2f
étant inférieur & sina X et 4 sinay, ce qui est en con-
tradiction avec 'hypothése de P <o, qui doit étre re-
jetée.

De Panalyse précédente, il résulie que si§ est com-
pris entre o et X, on doit fairee =—1u1,¢'=1; X, Y
sont négatifs, ct ’équation (2) donne

(2—f2)dy' =—3f0'd8, 8'=Cc 2-/°:
si ¥ prend les valeurs §) et © pour i =oet§ =734, on a
_an
w="0 e 2=/%
Quand § est compris eutre X et ‘g-, on fait

P S
e =z =

—,
X devient positif, Y reste négatif et ’équation (2)
p ) 8 q )
donne
{2+ fr—3fsin20)dbd'? —6f06'2cos20dl = o,
—f2y (4 —
(2 +f1—3fsin20)62 = C = .(._2-_/_)(.4__'&(02’

i+r

et, en appelant § la valeur de § pour 6 = =, on a
, pp ' P 2

O T DL,
O =G m e T

Quand 4 croitra de = a =, §' prendra la suite des va-

N



(311)

leurs que nous lui avons vu prendre dans le premier

quadrant, mais toutes multipliées par g—,;; un fait ana-
logue se reproduira au passage de § daus les quadrants
suivants et les valeurs correspondantes de 8’ décroissent
en progression géomdétrique, ne s'annulaut qu’au bout
d’un temps infini.

Quand f tend vers /2, X et Y tendent vers infui.
Cherchous ce qui arrive quand f est > /2, et, pour
cela, reprenons la discussion précédente :

19 &' =—z¢. P est négalif; les inégalités (4) doivent

\ ’ , < T -
étre renversées, ¢ est égal a1 et > S =

¢ =-¢c. Les inégalités (3) subsistent, exigeant

¢ = —1: il est bon de distinguer deux cas, suivant que
fest 2. Soit d’abord > 2 : P est forcément positit ct

00

o . .« . - . e - ” . ™
les inégalitds (5) exigent § > ) A dtant ici < +
Si f est compris entre /2 el 2, on peut supposer P2 o}
il est positif, les indgalités (5) exigent que § soit

™ . . . - .
>i> 75 mais maintenant sin2 i est >sinau, et 'on
ne peut prendre que les valeurs de § comprises entre

T netZE. Si P doit étre négatif, les indgalités (5)
2 J P

. . ™ .
exigent que § soit < 5 —X; mais, de ces valeurs, on

ne peut ac(:cptcr que celles ([ui sont compriscs entre et

2

Ne

Oun voit que, dans aucan cas, les conditions (1) ne
peuvent étre satisfaites pour des valeurs de § inférieures

. . o - ™ -
ila plus petite des quantités g, 4, = — %; pour ces va-

leurs, le mouvement de AB est impossible; il y a arc-
boutement; pour les valeurs de 8 comprises entre ce
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. o T . . .
minimum et —; Je mouvement devient poss:b]e, mais la

Mécanique rationnelle ne suffiv plus pour déterminer,
dans tous les cas, les signes de ¢, ¢ et la forme de 'équa-

tion du mouvement.



