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[M=4ivy]
SUR LA SURFACE DE L’ONDE;
Par M. LACOUR,

Maitre de Conférences & I'Université de Nancy.

L’équation de la surface de I'ondc rapportée a ses
troisplans principaux est

(r2=4 y2—+ 32) (a2a? -+ 22+ v2352)— (gz_*_ v2)alz?
—(yr— 12)32},2_ (22 -+ @2\.{2 52 uzge“,g = 0.



( 267)

On vérifie sans peine que cette équalion peut se
mettre sous I'une des trois formes

(z2 +yr4 22— a?) (2222 + ‘ga},‘.’_;_.l,e 32— p‘zv‘z
+ (a2 — B2) (a2 —
(224 y2+4- 52— B2) (222 + B2y2 +— y232— 42
() (gt = o,
(24 24 32— 2) (2222 + B2y y232— a2 f?)
+ (Y?,_ 12)(Y._ }32) s?=o0,

dont chacune met en évidence les sections par un plan
principal ct les points singuliers situés dans ce plan.

Ces formes d’équation permettent aussi de vérifier
simplement les propriéiés des plans tangents singu-
liers.

Les plans tangents singuliers perpendiculaires au
plan y = o ont pour traces sur ce plan les tangentes
communes a lellipse et au cercle en lesquels se décom-
pose la trace de la surface de I'onde. lls ont pour équa-
Lions

Q= lhr+Als—03=o,

Qr=ha =+ L'zs+ 8=
=le—Kkzs—p=o,

Q=hkr —Ls+-3=o,

“ )
si I'on pose

B2__ 42 ~2__ 32
/‘.g — V? aq , /\"') l‘ p .
prm—r P
L’'équation de I'ensemble de ces quatre plans peut
s’écrire
Q1Q:Q: Q= (M2 — k32— B2y — {32 k232 = o,

ou, en remplacant A2 et A2 par leurs valeurs

(12— 222 Qs Q2 Qa Qu = [22 22+ 2 37— a2 B2 B2 (22 52—y
— 13 32(.{2_ a2) (.{2_ pz)zz.

Il suflit d’ajouter et de retrancher dans la parenthése
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le terme £?)2 pour mettre en évidence les premiers

membres des équations des coniques de section par le
plan y = o, savoir:

C— a2y 32- 22—,

I = o202+ 32., LN T P 32 .
on trouve ainsi

(y2—a2120Q, Q. Q, = (I'— 82C 12— 4 B82(v2  a?)(y2- B2)3z?,

Q0502 ; :
ou, ce qui revient au méme,

(v2- 2212Q,Q:Q50Q, - (F'+ 320
S BT C— (y2—a2) (v2— $2) 3]
On reconnait dans la derniére parenthése le premier
membre de I'équation de la surface de I'onde et 'on
peut alors conclure de I'identité précédente qu'on peut
prendre pour équation de cctte surface

Q)

2—3Q;0,Q3Q, = o,

-G

en désignant par A une constante et en posant
o = o2 .31., T 252 — g? ge - Bz<3~2__ Y 2—y2),

L’équation (QQ) montre que le plan Q, = o coupe la
surface suivant une conique comptée deux fois; pour
faire voir que cette conique est un cercle il suffit de vé-
rifier que (Q, est un plan de section circulaire de la
quadrique © = o.

Or, on a identiquement

&

o — ,‘Qz(mz —-y? - 52)=(a? ‘32)‘7;2.,_(.{2_32\ 2 32(a2+.(2),

et, comme on a posé

Ao @z_az’ s jz_pz

on peut écrire

o B[00 g 22y a2 e v a?) (A 232 A2 )
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au lieu de K2z*—k2x* introduisons Q,Q; en tenant
compte de l'identité

QQy=(kx + ks—B)(hr--kK'z—8)

=k — K252 82— 2k B
il vient, aprés réduction,

D = 28202 32 5T —a? ) — .‘I‘f:y/(‘({r— a?)(v2- a?)
— (y2—a?)Q;Q;.
On voit alors que la section de ¢ par le plan Q, =o
est sur une spheére; de plus, cette sphére coupe le plan
x == o suivant le cercle

2 2

i3 2

— A== 0.

Donc la courbe de contact du plan tangent singulier
Q. =o est un cercle; ce cercle et le cercle de la sur-
face de Uonde situé dans le plan principal x = o sont

sur une méme 5,711(‘67(’.

IT. On sait que 'on passe de 1’équation ponctuelle
de la surface de I'onde a 1'équation tangentielle de la
méme surface en remplacant

par

avec la condition

2| -

On peut alors répéter sur I'équation tangentielle de
la surface de I'onde les transformations précédentes ; on
en conclura que les cénes tangents aux points singu-
liers situés dans le plan y = o sont circonscrits a la
quadrique

9 )

o 2re e B2 @ = 2B BT o2 2 ),
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I’équation de la quadrique ' peut se mettre sous la
forme

9 =232 (0 + 02 w2 — 2'2) — 2ud V(BT — o) (Y2—127)
—(y2—a)Q1 Q) = o,
en désignant par Q|, Q;, les premiers membres des
équations tangentielles de deux points singuliers situés
dans le plan y = o.

On voit que le cone tangent au point Q) = o est
circonscrit & une quadrique qui est de révolution autour
de Ox et dont 'un des foyers est a 'origine.

On conclut de la que le cone tangent au point Q) ad-
met comme focale la droite joignant son sommet a V'ori-
gine, c’est-a-dire la normale au cercle 22 + 22 = 325 Ia
seconde droite focale doit éire symétrique de la pre-
miére par rapport a4 'axe du céne; c’est donc la nor-
male a I'ellipse 2202 4 v2 22— 9242 =o.

Au lieu de considérer les droites focales du cone tan-
gent on peut considérer les sections circulaires du cone
réciproque et 'on retrouve un résultat qui peut, comme
on sail, s’établir géométriquement, savoir :

Les plans cycliques du cone des normales en un
point singulier, perpendiculaires au plan de symeétrie
qui passe par ce point, ont pour traces sur ce plan les
tangentes a Uellipse et au cercle, section de la surface
par le méme plan de symétrie.

1. Les coordonnées d’un point de la surface de
Uonde peuvent s'exprimer par des fonctions ellip-
tiques de deux paramétres.

L'équation de la surface de 'onde rapportée a ses
trois plans principaux peut se mettre sous la forme

©

(a2 +u72+ 22— Bz) (121.2_;. pzy‘z+ «‘,232_ 12.‘, )
= (22— Bz)uj‘z,__ .‘,2)},2_
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Introduisons deux paramétres c et ¢, en posant

T2+ y2 4 32— 2= (22— f2)c2,

a2z?+B2y2+v2’?—a-v —_ 0(}32 .,2)(‘1,

il en résultera

En résolvant ces trois équations, on trouve les for-

mules
x?2=B2(1— c?) (L2c}+12),

2)(k2er - A1),

de sorte que 'on a

k2 A2 =1, 12412 =

Pour obtenir maintenant x, y, z en fonctions uni-
formes de deux paramétres, il suffit de se rappeler
qu’entre les trois fonctions clliptiques snu, enu, duu,
correspondant au module &, on a les relations

sy =1— cn2u, dn2u = A2enw + k™

Nous poserons alors, en mettant en évidence les mo-
dules des fonctions elliptiques,

¢ = cn(u, k), cp=cn(v, /)

et nous obtiendrons pour.x, y, z les formules (')

z = Bsn(u, k) dn(e, 1),
y=uacn(u, k)ycn(e,l),
= adn («, k) sn (¢, 1),

3]

(') Ces formules sont données sans démonstration & la fin d'un
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ou, sous une forme plus abrégée,

a — ﬁsdh
Y = accey,
3 = ads;.
Remarque. — On passe de k* a [ et de K2 a 2 en

e 1 1 I B . .
remplacant «, 8, v par -, o, —» c¢’est-d-dire en rempla-
P 3 Y a B v

cant lellipsoide (E) ayant pour équation
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par Pellipsoide (F/)
@@ Byt vizl—g=o
polaire réciproque de (E) par rapport a la spheére

0, a

a3 32— =0,



