NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

CHARLES MICHEL
Sur la regle des analogies de M. Lemoine

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 17
(1898), p. 24-43

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1898 3 17__ 24 0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1898, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1898_3_17__24_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

[KR20e]
SUR LA REGLE DES ANALOGIES DE M. LEMOINE;
Par M. CuyrLes MICHEL,

Eléve a 'Ecole Normale supérieure.

On doit 4 M. Emile Lemoine (') la découverte d’'un
remarquable principe général concernant les analogies
que présentent entre elles les relations métriques entre
les scgments et les angles qu’on peut déduire géoméiri-
quement d’un triangle. Il ne me semble pas qu’on en ait
encore donné un énoncé précis et unc démonstration
rigourcusc.

M. Lemoine a cru pouvoir donner une raison intuitive
de son principe en s’appuyant sur la remarque suivante :

Si dans une relation entre des segments et des angles,
déduits d'un triangle, on remplace les nombres qui les
mesurent par leurs valeurs en fonction des cotés et des
angles du triangle, on obtient une nouvelle relation,
qui est homogeéne par rapport aux cotés, et, si 'on rem-
place les cotés par les sinus des angles qui leur sont pro-
portiounels, on a en délinitive une rclation entre les
trois angles A, B, C, qui résulte de ce que la somme de
ces angles est égale a =. Si donc on remplace dans cette
relation A, B, G par trois fonctions de A, B, C dont la
somme soit égale a =, la relation est encore satisfaite.

M. Lemoine conclut de la qu'on fait ainsi corres-
pondre A une certaine relation entre des éléments

(*) Livoint, .issociation francaise pour l’avancement des
Sciences, Congrés de Marseille, 1891; Journal de Mathematiques
speciales, 1802: Nouvelles Annales de Vatheématiques, 18q3.
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déduits d’un triangle unc autre relation, différente en
général de la premiére, entre des éléments de ce triangle.
Une telle conclusion n’est pas valable, car nous n’avons
pas montré qu’on peut remonter de cette relation a une
autre contenant explicitement des éléments autres que
les cotés et les angles du triangle. Or, c'est le point
essentiel, qui fait tout 'intérét du principe de M. Le-
moine. Ce principe nous permet cn eflet de passer d'une
relation contenant explicitement des éléments autres
que les cotés et les angles du triangle & une autre qui
contient elle-méme explicitement des éléments autres
que les cotés et les angles, et méme il nous apprend que
les éléments contenus dans les deux autres relations,
s'ils sont différents, sont du moins définis par les
mémes conditions géométriques. La démonstration de
M. Lemoine ne s'applique en réalité qu'aux relations
qui contienneut seulement les cotés et les angles. Or,
quand, par exemple, nous remplagons dans la rclation

. A
r=(p— a)lang—_, r par une quelconque de ses valeurs

ne contenant que les ¢otés et les angles du triangle,
nous formons une relation qui exprime I'égalité de deux
quantités égales séparément a r. Les relations entre les
éléments qu’on peut déduire d’un triangle ne sont donc
pas équivalentes aux relations entre les ¢otés et les
angles de ce triangle.

Yoici comment on peut énoncer d’'une maniére pré-
cise le principe de M. Lemoine :

8i, dans une relation entre les cotés et les angles
d’un triangle et des éléments définis géométriguement
a Uaide de ce triangle, on change A en — A, Ben
n—B, Cenw—C, aena, b en —b, cen —c, et
chacun des éléments qui y entrent en un certain autre,
affecté du signe -+ ou du signe —, mais défini & ’aide
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‘du triangle par les mémes conditions géométriques,
on obtient une nouvelle relation qui est encore satis-
Saite.
Par excemple, si dans la relation

A
1'=(p—a)tang:,

on remplace a par — a, b par — b, ¢ par — ¢, A par
— A, lerayon 7 du cercle inscrit par I’élément r, défini
par laméme condition géométrique d'étre le rayon d’un
cercle tangent aux trois c¢dtés du triangle et affecté du
signe -, on a la relation

A
I'g = ptang e

Dans la démonstration du principe de M. Lemoine
que j'ai publiée en 1843, dans le Journal de Mathéma-
liques spéciales, je n’ai pas remarqué 'objection que
Joppose aujourd’hui a I'énoncé et 4 la démonstration
que M. Lemoine en a donnés. Je me suis contenté de
montrer que, par un méme procédé géométrique, on
peut déduire d’une relation quelconque entre a, b, ¢,
A, B, Cune relation de méme forme entre a, — b, — ¢,

A, m— B, = — C, ce qui ne suffit pas pour établir le
principe dans la forme précise ou je viens de I’énoncer.

Jeme propose dans ce travail de reprendre la démon-
stration de ce principe; je crois bien lui avoir donné
une forme rigourcuse, dans la mesure toutefois on le
permet la question toujours délicate des conventions de
signes. Dans la premiére Partie je reproduis, en la com-
plétant, la démonstration que j’ai publiée en 1893.
Dans la seconde, j’aborde la question par une voie difl¢-
rente, ct je suis conduit i une transformation des angles
et des cotés qui n’est pas celle de M. Lemoine, mais qui
cn a loutes les propriéiés.
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PREMIERE PARTIE.

Etant données dans le plan les droites AA’, BB/, ...,
LL/, passant par un méme point O, les dircctions posi-
tives sur ces droites étant définies par les semi-droites
OA, OB, ..., OL situées dans une méme région du plan
(région positive), relativement a un axc-origine UV,
passant par O, sur lequel est définie une direction OU
comme direction positive, nous appellerons angle de
deux droites angle de leurs dircctions positives, et
angle de deux directions positives 'angle dont il faut
faire tourncr I'une d’elles pour la faire coincider avee
I’autre, en balayant I'espace compris entre les semi-
droites. Dés lors, en définissant un sens positif de rota-
tion, c’est-a-dire en appliquant des conventions de
signes analogues a celles qui sont relatives aux segments
sur une droite et qui conduisent a I'identité d’Euler, on
arrive a unc relation générale entre les directions A,
B, C,.... L, ot les angles sont délinis sans ambiguité

(A.B)4 (B, C)-...(K, L) = (L, A) =o.

Cela posé, prenons pour axes de coordonnées deux
demi-droites OX et OY, I'une OX coincidant avec la
direction positive de I'axe-origine UV, 'autre OY étant
une direction positive définie comme précédemment et
faisant, avec OX, I'angle

(X, Y} )= .

Donnons alors une droite paralléle 4 OY, MP, dont
nouns supposerons, pour plus de simplicité, l'abscisse
OP = a positive, ct une droite OM, variable, que nous
définirons par les angles de sa direction positive OZ
avec les axes de coordonnées. En posant

(OX., 07 = =, (07, 0Y )= 8.
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nous aurons dans tous les cas, d’aprés les conventions

précédentes,
x—B=9.

Appelons ¢ 'ordonnée du point M, et b la valeur algé-
brique du segment OM.

Définissons alors, an moyen de ces données et par des
conditions géométriques bien déterminées, un systéme
de points et de droites, et soit une relation entre les
segments qui aboutissent a deux de ces points, I'un des
deux étant choisi comme origine, ct entre les angles de
deux de ces droites, I'une étant prise comme droite-
origine. 8i g, 04, ..., 5, cont les valeurs algébriques
des segments et o, w,, ..., v, celles des angles, qui,
d’aprés nos conventions, sont connues sans ambiguité,
la relation se mettra sous la forme

f(Pu PP TE-T  FIR O PN O PN N b,c.a. ;ﬂ, =—0)=o,

avec la condition o + 3 =9, ¢L cette formule est géne-
rale, car nous ’avons obtenue en nous servant de rela-
tions entre les segments et les angles, qui s’appliquent
dans tous les cas. Cherchons a V'interpréter géoméiri-
quement.

Placons-nous dans I’hypothése on la direction positive
OZ est a I'intérieur de ’angle XOY . Les segments a, b, ¢
prennent alors des valeurs positives, a, &', ¢, et les
angles o et 3 ont aussi des valeurs positives o' et 3.
Désignons par ry, rq. ..., I'p L 0y, 0,4, ..., 0, les valeurs
absolues des quantités gy, 24y ovy 0p CL WY, Wy uey Wy
On a alors la relation
5 Sf(FEr,Erey, oo Erp,

(n (

ror ' (- —_
* o0y, F 01, ..., Fopea, b, c,d, B, m—0)=0,

qui, ayant lieu entre des quantités toutes positives, ne
différe pas d’une certaine relation géométrigue entre les
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cotés et les angles du triangle OMP formé dans cette
hypothése, et les éléments déduits de ce triangle par les
conditions géométriques données.

Fig. 1.

Dans I'hypothése ot la divection positive OZ est an
contraire en dehors de 'angle XOY), les segments b et ¢
prennent des valeurs négatives — 4" et — ¢”; Pangle 3
prend une valeur négative — 2"; de sorte que la relation
géomdétrigue qui a lieu dans ce cas prend Ja forme
S(E=r,Ery oo, =,

i —— ” o " fan .
oy, 220y 0, =m0, - U, — A, =8 m—0) = o,

ou, si 'on observe que les angles 2” ¢t = — § sont exté-
rieurs au triangle OM,P, formé dans cette hypothése,
et sont supplémcnlaires des angl(‘s correspondants du

triangle, a, et 0,

SErooo =0 via, =0, o m—2, — ' —0)=0.
Mais cette relation géométrique a licu, quel que soit

le triangle; en l'appliquant au triangle OM,P nous

avons la relation géométrique

(2) fitkry, oo, =0 a0, —b. —cim—a, —f 8)=o0.

d’ou résulte bien évidemment le principe de M. Lemoine,
tel que je I'ai énoncé.
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11 faut remarquer que, si la rclation générale est irra-
tionnclle, le signe qui précéde chaque radical n’est pas
déterminé. Il ne sc détermine que dans chaque cas de

Fig. 2.

figure, ct, par suite, il est possible que, pour passer de
la premiére relation géométrique qui résulte de la rela-
tion géndérale a la seconde relation géométrique, il soit
nécessaire de changer le signe.

Appliquons le principe de M. Lemoine a un exemple
particulicr.

Menons par le point P la perpendiculaire a la bissec-
trice des deux demi-droites OX et OY ; ¢’est une droite
fixe D, qui est une bissectrice des deux droites OX et
MP. Menons par le point O la bissectrice des deux demi-
droites OX et OZ, qui rencontre Ja droite fixe D en un
point variable 1. Du pomnt I, abaissons la perpendicu~
laire IH sur la droite OX ; la direction positive est bien
déterminée. Appelons ¢ la valeur algébrique du seg-
ment IH. Cette quantité scra fournie par une relation ou
n’entreront que a, b, ¢, 2 et B,

flpoa.byc, 2,8, =—0)=o.
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Quand la droite OZ est entre OX et OY, le point 1
est le centre du cercle inscrit au triangle OM,P; p est
d’ailleurs négatif et sa valeur absolue est égale au rayon
du cercle inscrit. On a alors la relation géométrique

S(—ria, —b, —c. o, B, =—0)=o.

Quand la droite Oz est en dehors de I'angle XOY, le
point I est le centre du cercle exinscrit dans I'angle op-
posé au ¢o1é a du triangle OM, P o est encore négalif,
et sa valeur absolue cst égale au rayon r, du cercle cir-
conscrit. On a ainsi la relation géoméirique

S(—=rq,a, =0". —c". m—a. —B". = —0).
ct, si on 'applique au triangle OVM, P, on obtient
J(—=re.a. —b.—c,m—a —P.0)=o,

ce qui montre que, dans la transformation de M. Le-
moine, 7 se change en r,.

Un raisonnement analogue montre que le rayon R du
cercle circonserit au triangle ABC se change en — R,
que le rayon 7, du cercle exinscrit dans 1'angle B se
change en le rayon 7. du cercle exinscrit dans I'angle C.

Lorsque la droite OM tourne autour du point O dans
le sens positif, le point M prend d’abord des positions
telles que M, ; puis, aprés le passage & U'infini, des po-
sitions telles que M,. Le triangle fermé OM, P du pre-
mier cas devient, dans le second, le wriangle ouvert
OM, P constitué par la portion du plan couverte de ha-
chures; et la deuxié¢me relation géométrique est, par
rapport a ce triangle ouvert, I’analogue de la premiére
appliquée au triangle fermé OM, P. La transformation
de M. Lemoine consiste, dés lors, a substituer aux élé-
ments d’un triangle fermé de I'espéece OM, P les éléments
correspondants d’un triangle ouvert de I'espéce OM, P.
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Mais les deux triangles fermés M, OP et M,OP sont
d’espéces diftérentes. Si I'on parcourt le conteur du
premier triangle dans le sens M; OPM,, on laisse I’aire
comprise a sa gauche, le triangle M, OP est orienté po-
sitivement; si 'on parcourt le contour du second triangle
dans le sens M,OPM,, 'aire comprise est & droite, le
triangle M, OP est orienté négativement.

DEUXIEME PARTIE.
Soient trois droites dont les équations sont

X ~xcosh-—-ysinh - p=o,
Y ~xcosp—-ysinp—qg =o.

7 -xcosv —ysny —r =o.

Elles se coupent deux a deux en trois points A, B, C
et forment un triangle. Considérons une courbe géomé-
triquement définie par rapport au triangle. Elle est
évidemment indépendante de la position de Porigine et
de la direction des axes de coordonnées.

Son équation cartésicune est de la forme

D(T Y Py Tk, v) = 0.
Rcmp]agous a ¢t ) par leurs expressions en fonction
de X, Y. Z. On a alors identiquement

(X ) poy, by S INOY L pogaal o w ),

ct 'équation
SN Lopiyg,r ko vy=0

exprime la relation qui existe entre les trois valeurs que
prennent les polynomes X, Y, Z, pour un point quel-
conque de la courbe. Elles sont indépendantes de la
position de l'origine, du moins quand Porigine vaiic
cnrestant toujours d’un méme coté de chacune des trois
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droites, c’est-a-dire quand elle reste dans une méme
région du plan limitée par ces trois droites. La fonction
qui les lic ne dépend donc pas de p, ¢, . Mais ces va-
leurs ne dépendent évidemment pas non plus de 1'axe
Ox. Or, quand I’axe O z tourne d’un angle § positif ou
négatif, les valeurs A, 1, v varient toutes trois dans le
méme sens de la méme quantité §. La fonction qui doit
étre indépendante de 6 ne peut dépendre que des diffé-
rences v — i, A — v, p— A,

Finalement 1'équation en coordonnées trilatéres est
de la forme

FX,Y,Z,v—pu, x—v, p—2)=o.

Cela posé, abaissons de I'origine O les perpendicu-
laires sur les cotés du triangle ABC; ces perpendicu-
laires rencontrant respectivement les ¢otés en L, M, N,
considérons les directions positives OL, OM, ON et ap-
pelons %, w, vles angles (OL, Ox) (OM, Ox), (ON, Ox).
Ces angles sont définis & un multiple de 27 pres.

Mais si nous laissons fixes les deux cotés AB et AC et
si nous déplagons le c6té BC parallélement a lui-méme,
nous pouvons prendre parmi les valeurs de p et de v
deux valeurs déterminées qui sont alors des données.
L’angle ) prend des valeurs connues a un multiple de
27 prés et qui augmentent ou diminuent d’un multiple
impair de = aprés le passage du coté BC par lorigine
supposée fixe.

Pour toutes les positions du triangle ABC, I'équation
de notre courbe reste

F(X,Y,Z,v—p 2k —v,p—N)=o.

Il y a deux cas & cxaminer, sclon que la droite BC
rencontre la perpendiculaire a cette droite menée par
Porigine d'un coté ou de I'autre de I'origine.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, 1. XVIL (Janvier 18g8.) 3
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Supposons d’abord que l'origine et 'axe Ox soient
placés comme I'indique la fig. 3. Nous pouvons prendre
ponr p et v qui sont des données les plus petits angles

Fig. 3.

\/

\c

i

positifs que fait Ox avec OM et ON. Si 2, cst le plus
petit angle positif que fait Ox avec la direction OL,
I'angle 2 est de la forme 2o - ),

A, B, C étant les angles géométriques du triangle

ABC, on a alors

vy —p=r—A,
A—v =2hm+m—B,
p—A=—n—C—2hm.

D’autre part, puisque les quantités p, ¢, r, qui sont les
valeurs algébriques des segments OL, OM, ON sont po-
sitives, pour tout point qui est a Uintéricur du wiangle
ABC ei qui, par suite, dans notre cas, est dans la méme
région que Vorigine par rapport a chacuu des c6iés du
triangle, les valeurs des polynomes X, Y, Z sont négatives
ct chacune d'elles devient positive dés que le point tra-
verse le ¢oté correspondant. Si done nous allectons les
distances géométriques du point aux trois cotés d’un
signe : du signe — sile point est par rapport au coté dans
la méme région que le sommet opposé; du signe —, s'il
est dans Pautre région, et si nous désignons par X/, Y/,
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7! les valeurs algébriques ainsi obtenues, nous voyons

que 'on a

X=-X Y=—Y'

y

Z=-—17,

b

et I’équation de la courbe C,, rapportée au triangle

ABC, est

F(—X, —-Y, —-Z,=—A,2hn+7—B, —n—C—2hn)=o0,
ou, comme I’équation est homogéne en X', Y', 7/,

(1) FXX.Y,Z,x—A,2hn+xm—B, —nm—C—2hzn)=o0.

Passons maintenant 4 'autre cas qui comprend
les fig. 4 et 5. Appelons J, le plus petit angle positif

Fig. 4. Fig. 5.

que fait Ox avec OL; 'angle % est de la forme 2 AT+ A,.
A, B, C étant les angles géométrigues du triangle ABC,
ona

v—un=mx—A.

A—v =9k —B,

pu—r=—C—o2kn.

D’autre part, dans la fig. 4, les valeurs des polynomes
Y et Z sont négatives pour tout point qui est, par rapport
au coté, dans la méme région que le sommet A. Donc,
X', Y, Z! étant les valeurs algébriques définies plus
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haut,
X=X Y=—Y" Z=-—1.

et I’équation de la courbe est
(2) F(=X,Y,Z,n—A, 2kn—B, —C—2k=n)=0o.

Dans la fig. 5, les valeurs des polynomes Y et Z de-
viennent positives pour tout point qui est par rapport
au cOté dans la méme région que le sommet opposé, et
la valeur du polynome X est négative quand le point est
par rapport 4 BC du méme coté que A. Donc

X=—X, Y=Y, Z=2,
et I'équation est encore
(2) F(-X,Y,Z,n— A, 2kn—B. —C—2kn)=o0.

L’équation obtenue est rapportée a I'un ou I'autre des
deux triangles qui constituent les fig. 4 et 5, et clle
représente une courbe Cy ou C, dans chacune de ces
figures. Mais, comme cctte équation s’applique a un
triangle de référence quelconque, si nous la supposons
rapportée au triangle dela fig. 3, elle représentera dans
cette figure une courbe G| qui sera précisément 1’ana-
logue et méme 'homothétique des courbes C, et C,. Les
deux coutbes C, et C| sont définies, par rapport au
uiangle de la fig. 3, par les mémes conditions géomé-
tigues. Donc, si, rapportée au triangle ABC,

() FX,Y,Z,mn—A,2hn+7—B,—C —rn—2h7)=0
est I'équation d’une courbe déterminée par rapport a ce
triangle par certaines conditions géométriques,

(2) F(—X,Y,Z.n—A,24x—B, —C—2kn)=0

est celle d’une courbe déterminée par rapport au triangle
par les mémes conditions géométriques.
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Si le probléme n’ecst susceptible que d’une solution,
comme, par exemple, la détermination d’un cercle
passant par les trois sommets du triangle, les deux équa-
tions se raménent a une seule. Si le probléme a plusieurs
solutions, comme la détermination d’un cercle tangent
aux trois droites qui limitent le triangle, les deux équa-
tions représentent des courbes différentes.

On voit que I'on passe d’une des équations a 'autre
en changeantX en — X, YenY,ZenZ,etAen A, B
en B—(am—+1)n, Cen C+ (2m—~+1)=, m étant un
entier arbitraire positif ou négatif.

Les trois triangles 3, 4 et 5 ont méme orientation,
c’est-a-dire que le contour ABCA peut étre parcouru

Fig. 6.

dans le méme sens. En faisant varier les trois figures
semblablement a elles-mémes ct en les déplacant dans
le plan, on peut donc amener les trois triangles en coin-
cidence et les origines prennent alors les positions O,
02 et 0;.
L’équation générale
FX,Y,Z,v—pg, A—v, p—2)=0

est ’équation d’'une courbe satisfaisant aux conditions
données, quelle que soit la position de l'origine par
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rapport au triangle ABC. Elle prend la forme (1) pour
toutes les positions de Porigine telles que Oy, qui sont
a Pintérieur du triangle, et la forme (2) pour les posi-
tions telles que O, et O}, comprises a lintéricur de
P’angle A et extérieures au triangle ABC. Le triangle
ABC, c'est-a-dire V'espace fermé, qui est limité par les
trois cotés du triangle, est le lieu des origines pour les-
quelles I'équation générale prend la forme (1), et 'espace
ouvert, qui est la partie du plan couverte de hachures,
est le licu des origines pour lesquelles I’équation géné-
rale prend la forme (2).

On apercoit done, et il n’est guére possible de donner
a ces considérations une forme plus précise, que I'équa-
tion (1) correspond a l'espace fermé, comme I'équa-
tion (2) a I'espace ouvert, et que la transformation par
laquelle on passe de la courbe Cy & la courbe C| revient
a substituer & un élément lié a 'espace fermé I'élément
correspondant lié de la méme facon a 'espace ouvert.
Ainsi, le cercle inscerit a Pespace fermé, c’est-a-dire le
cercle inserit au triangle géométrique ABC, se transfor-
mera en le cercle inscrit a 'espace ouvert, c’est-a-dire
le cercle exinscrit au triangle dans I'angle A ; le centre
du cercle inscrit se transformera en le centre de ce
cercle exinscrit; c’est ce que confirme le calcul direct.

Abaissons de T'origine O les perpendiculaires OL,
OM, ON sur les cotés du triangle ABC, et appelons,

comme plus haut, A, , v les angles
(OL, Ox), (OM, Oz), (ON, Ox),

connus a un multiple de 2% prés.
Nous désignerons par ¢, a. b les valeurs algébriques

des segments AB, BC, CA, comptés sur les directions

e T - T b
positives v + —, A4 —; w4 —-
2 4 2
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Envisageons des systémes de points et de droites géo-
métriquement définis par rapport au triangle ABC et
soit une relation entre les segments qui aboutissent a
deux de ces points, I'un des deux étant pris comme ori-
gine, et entre les angles de deux de ces droites, I'une
étant choisie comme droite origine. Si py, p2, + .., 0p,
Wy, Wy, « .., 0, sont les valeurs algébriques de ces seg-
ments et de ces angles, cetle relation se mettra sous la
forme générale

J(p1, 025 ooy Ppy 01, Way ey, @, by, v —p, A —v, u—X) =o0.

Pour chacun des deux cas que nous avons distingués
précédemment, mettons en évidence dans la formule
générale les valeurs arithméiiques des segments oy,
P2y + oy Ppy @, b, c etles valeurs de sangles géométrigues
compris entre les droites. Nous connaissons dans les
deux cas les valeurs de v — w, A — v, u— X en fonction
des angles A, B, C du triangle. D’autre part, dans la
fig. 3, a, b, ¢ sont positifs; dans la fig. 4, a est
négatif, b et ¢ sont uégatifs. La relation algébrique
fournit pour les trois figures unc relation géométrique
entre des longueurs et des angles. Mais la relation de la
Sig. 5 se raméne a celle de la fig. 4. Les triangles
de ces deux figures sont, en effet, homothétiques inverses
e, si 'on compte deux segments homologues sur la
méme direction, les valeurs algébriques de ces segments
sont proportionnelles et de signe contraire. Les deux
relations étant homogénes par rapport aux longueurs, il
suffit donc de changer le signe des longueurs dans 'une
pour obtenir I'autre.

11 reste ainsi deux formes de la relation générale entre
les segments et les angles du systéme de points et de
droites géométriquement défini par rapport au triangle,
qu’on déduit 'une de l'autre, lorsqu’on remplace les
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cotés a’, b, ¢’ du triangle par o', — &', — ¢/, ¢t les
angles A, B, Cpar A, B — (2m +1)%, C+ (2m +1)7.
Si nous interprétons géométriquement, pour chaque cas
de figure, les valeurs algébriques des segments et des
angles du systéme, nous obtenons deux relations géo-
métriques entre des longueurs et des angles géomé-
triques.

Donunons un exemple. Considérons le point I tel que
les polynomes X, Y, Z aient des valeurs égales; abais-
sons de ce point la perpendiculaire sur le coté va-
riable BC et sur cette droite prenons une direction fixe
comme direction positive. Appelons p la valeur algé-
brique du segment qui a son origine au point I et qui
aboutit au pied P de la perpendiculaire abaissée de ce
point sur le coté BC. Or, le coté BC restant fixe, le
point I est défini indépendamment de la position de
Porigine, du moins quand elle reste dans une méme
région limitée par les trois droites AB, BC, CA, et indé-
pendamment de orientation de 'axe Ox. Donc p sera
fourni par une relation ou n’entreront que les éléments
du triangle ABC, qui sont indépendants de la position
de Porigine et de 'orientation de 'axe O &, ¢’est-a-dire,
en derniére analyse, les éléments a, b, ¢ définis plus
haut et les différences v — w, h—v, u — A. Soit cette
relation

fle,a,b.¢c,vy—p,A—v,p—1r)=o.

Puisque pour le point I les polynomes X, Y, Z ont le
méme signe, ce point est, par rapport a chacun des cotés,
dans la méme région que lorigine. Donc, dans la fig. 3,
le point I est le centre du cercle inscrit au triangle, et,
dans la fig. 4, c’est le centre du cercle exinscrit au
triangle dans ’angle A.

Interprétons géométriquement, dans chacune de ces
deux figures, la relation générale. Si la direction positive
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fixe sur laquelle est compté le segment variable IP est
convenablement choisie, pour la premiére figure, p est
positif et égal a + ry, r, étant le rayon du cercle inscrit
au triangle ABC. D’ailleurs, dans ce cas, a, &, ¢ sont
positifs et ont pour valeurs a,, b,, ¢, longueurs des
¢otés du triangle ABC. La relation générale devient la
relation géométrique
Sf(ry,a01.cym— Ay 2hn +1— B, —xn —C—2hxr)=o0.

Dans la seconde figure, o est négatif ct a pour valeur
absolue rg42, rayon du cercle exinscrit dans I'angle A.
D’autre part, a est négatif, & et ¢ sont positifs, leurs
valeurs absolues sont a., 0., ¢, longucurs des cotés du
triangle. Larelation générale revient donc, dans ce cas,
a la relation géomérrique
S(—ras, —as, by, co, m— A, 2kn—B, —C—2kxw)=o.
Cette relation, s’appliquant a tous les triangles, devient,
dans le triangle 3,

S(—ray, —ay, by, e, m—A, 2k —B, —C—2kx)=o0.

On voit que T'¢lément — r, correspond au triangle
ouyert, comme I'élément r correspond au triangle fermé.

Il apparait ainsi que trois droites dans un plan le par-
tagent ¢n quatre cspaces, dont un fer mé et trois ouverts,
ctque I’élément — 7 correspond a ’espace fermé, comme
les éléments rg, rp, re, ce qui revient a dire que les élé-
ments — r, r'q, I's, I'c sont les solutions d’'un méme pro-
bléme : Calculer le rayon d’un cercle tangent & trois
droites. Il en est de méme des éléments — p, p — a,
p—25b, p—c. Cest ce que confirme le calcul direct;
nous avons, par exemple, les formules bien connues

1 1 I T
— 4 — 4+ — 4+ — = 0,
r g ry 1,
—r 2 rg+r, 1. =4R,

(= r)(ra) (1) (re) = — 82
Ann de Mathémat., 3¢ série, t. XVIL. (Janvier 18¢8.) 3.
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et

at+ b+ c?
—_—
2

Falp— Fel'c—~+ Fqle— I'Fq— Fry— rre=
d’une part, et, d’autre part,

(=p)(—r)=(p—alra=(p—b)re=(p—c)re,
—p+p—a)+(p—b)+(p—ec)=o,
(=p)(p—a)(p—0b)(p—c)=—S5%

Nous avons considéré dans nos figures des triangles
ABC dont les cdtés varient en restant paralléles a des
directions fixes, mais dont on peut parcourir le con-
tour ABCA dans le sens positif des angles employés en
‘Trigonométrie. Nous disons qu'ils sont orientés positive-
ment. Mais il est d’autres triangles dont les cotés sont
paralléles aux mémes droites et dont le contour ABCA
est parcouru dans le sens négatif : ils sont orientés né-
gativement.

Prenons un triangle de chaque espéce et, pour chacun
d’eux, placons origine a I'intérieur. Dans le premier
cas, les segments «, b, csont positifs et, dans le second,
ils sont négatifs. On voit ainsi U'utilité, pour la généra-
lit¢ des formules, de considérer les cotés d’un triangle,
non plus comme des longueurs, mais comme des seg-
ments.

Il est de méme utile de considérer la surface d'un
triangle comme une quantité algébrique. On lui don-
nera, par excmple, le signe + pour un triangle orienté

positivement, ct le signe — pour un triangle orienté
négativement.

La transformation a laquelle nous sommes parvenu
n’est pas la transformation de M. Lemoine. Or, sil'on
se reporte a la premiére Partie de ce travail, on voit que
la transformation de M. Lemoine consiste a substituer
symboliquement a I'espace fermé A’BC l'espace ouvert
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ABC couvert de hachures, A, et A’ étant deux points
symétriques par rapport & BC. Notre transformation
consiste, au contraire, a substituer symboliquement &
I’espace fermé ABC I'espace ouvert ABC, relatif a
I’angle A. Pour obtenir la transformation de M. Le-
moine il suffit d’eftectuer, avant notre transformation,
une autre transformation qui consiste a substituer a
Iespace fermé A’BC I'espace fermé ABC, ¢’est-a-dire
a substituer a un espace fermé orienté négativement un
espace orienté positivement.

Donnons un exemple. Notre transformation fait cor-
respondre, comme nous 'avons vu, — r et r,. Mais la

Fig. 7.

transformation qui substitue symboliquement a I’espace
termé A'BC D'espace fermé ABC fait évidemment cor-
respondre — r et + r. Done, par la transformation de
M. Lemoine, r se change en r,; c’est ce que confirmele
calcul.



