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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES (1896).
SOLUTION DU PROBLEME DE MECANIQUE RATIONNELLE ;

Par M. E. FOUYE,
Agrégé de Mathématiques.

Dans un plan vertical est fixé un disque circu-
laire A dont la circonférence est depolie.

I. Un point pesant P est placé sans vitesse initiale
sur la circonférence du disque A, dans le voisinage
du point le plus haut du disque A :

1° On demande de dérerminer I'angle minimum o
que doit faire le rayon qui passe par le point P avec
la verticale dirigée vers le haut pour que le point P
cesse d’étre en cquilibre;

2° Si le point P est placé sur le disque sans vitesse
initiale,de maniére que le rayon qui passe par le point P
fasse avec la verticale un angle un peu plus grand
que a, le point P glisse d’abord sur le disque, puis
quitte le disque. On demande de former Uéquation
qui donne U'angle de la verticale avec le rayon qui
passe par P, lorsque ce point P se détache du disque
pour tomber librement.

1. Sur le disque circulaire A, dans le plan de ce
disque, on place un deuxiéme disque circulaire pesant B
qui est homogéne et dont le rayon est égal & la moitié
du rayon du disque A. La circonférence de B est dé-
polie, en sorte que les deux disques frottent l'un sur
lautre; on néglige la résistance au roulement. A
Uorigine, le disque B est sans vitesse et le rayon du
disque A aboutissant au point de contact des deux
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disques fait avec la werticale ascendante un angle
aigu B.

Entre quelles limites doit étre compris § pour que
le disque B roule d’abord sans glisser sur le disque A?

En admettant quele disque B commence par rouler,
étudier son mouvement et former les équations qui
donnent : 1° Uangle que fait avec la verticale ascen-
dante le rayon de A qui passe par le centre de B a
Uinstant ol cesse le roulement simple sans glissement;
2° U'angle analogue & Uinstant oiile disque B se dé-
tache de A. Dans les deux questions, on désignera par f
le coefficient du frottement de glissement.

I. 1° Prenons pour unité de masse Ja masse du
point P; en ce point sont appliquées trois forces : le
poids g, une force F tangente au cercle et une force

normalc N. Cherchons a quelles conditions le point P
sera en ¢quilibre. En projetant sur la tangente et sur la
normale en P les trois forces énoncées précédemment,
nous devons avoir

F = gsina, N = g cosa,

Ja somme des moments des forces par rapport au point P
est évidemment nulle; il ne reste plus qu’a éerire I'iné-

galité
F<fN ou tanga<f=tango,
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c’est-a-dire

ato.
Done, dés que I'on aura 2> v, le point cessera d’¢tre
en équilibre.
2° Les équations du mouvement du point sont

g—‘;:gsina—F, = gcosz— N.

On a de plus
F=fN, ¢ = oo (2, rayon du disque A).
On peut donc écrire les équations du mouvement

o . N
o= Tsina — /! ’

P

o
" &

= -COSAL— —=

R

p
On ¢n déduit par I'élimination de N I'équation

o' — fa2= g(sinx — fcosa)

ou

ct, en intégrant,
2= Cerfa % [(2f2—1)cosa— 3 fsinx]
i c(r—+ /%)
Pour déterminer la constante C, remarquons qu’au dé-
but du mouvement, on a
& = 2, 24y = 0.
donc

o= Ce2/ %+ (2f2—1)cosag— 3 fsinag].

28 [
pl1--4/2)
On a donc

22 (2f*—1)cosz—3fsinz

- 2E
T e 40
—[(2f2—1) cosay— 3 fsina, | 2/ (%=l b
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Lorsque le point P se détachera du disque pour tomber

librement, on aura
N =o,

¢’est-a-dire, en vertu des équations du mouvement,

o' =

COS .

o |3

L’équation demandée est donc

LI VNP — 3 fsi
l+/|f20()'f 1)cosa — 3 fsina

—(2/*—1) cosag— 3 fsina,] ezf(i’“o’g = cosx

ou

3cosa—+—6fsina +2[(2f2—1)cosag— 3 fsinz,] 2/ %% = o.

I1. Soit 5 le rayon du disque B, celui du disque A
sera 2p; prenons pour unité de masse la massc du

disque B; les équations du mouvement du centre (%)
du disque B seront

§"=—F cosa + Nsinz, 7" = Fsina + N cosa — g.
On a

Z=3psinx, d'ou "= 3p(cosaz”—sinax'?),

n = Jpcosa. d'on”  7"=—3(sinax’"+ cosax'?),
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Les équations du mouvement pourront alors s’écrire
— Fcosx+ Nsina = 3p(cosaa’— sin ax?),

Fsina 4+ Ncosza — g = — 3p(sinaa’+ cosan'?).
Multiplions-les par sinz, cosx et ajoutons, puis par
— €0s2, sins et ajoutons, nous aurons
(1) N — gcosa =— 302’2,

(2) F— gsina =—3pa".
Le théoréme des moments, appliqué & Vaxe perpen-

diculaire au plan du disque B et passant par son centre
donne

p?
—;0”:91’ ou ob"=»oF,

§ étant Pangle d’un rayon fixe Bl du disque B avec une
direction fixe, la verticale descendante. Si le disque B
roule sur le disque A, en choisissant convenablement le
rayon fixe BI, on aura

0 = 3a, d’ott 0" =3a2":
par suile, on a
(3) 3p2"=2F.

Eliminons F entre (2) et (3), on a

28 .
o = 2% in %,
(
d’ou, e¢n intégrant,
(dx\? 4g C .
2= () = cosf3 — cosa valeur initiale de o
(%) =2 (cosp—cosn) (@ )

et, par suite,

' o fg, (T
) 3\/Pt f{, VcosB — cosa
De (2) et (3) on tire

_ gsina.
(5) F=2220
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Au début du mouvement, on a
a=f, 4 =o0:
I’équation (1) donne
N = gcosB,
et I'équation (5)

o _ &sin
=8""F,
J

It

ct, puisqu’il y a roulement, on a nécessairement

FZfN,
tang 353/,

Donc 8 doit &re compris entre ¢ et 0, o étant tel que
tangw == 3 f, et ¢ aussi petit que 'on veut, mais £ o;
pour ¢ = o, il y a équilibre.

Supposons $ aiusi choisi; l¢ mouvement du centre
du disque B est alors donné par I'équation ({); on doit

cest-a-dire

avoir
cosf3 > cosa ou x> 8,

o va donc en augmentant, le radical doit étre pris avec

le signe +.

On a
N=gcosx—3px2= g(;'cosa——/;coslﬁ),
L &sinx
F = —

a allant en augmentant, F augmente ct N diminue; il
arrivera un moment ou ’on aura

F= .f:\T,
c'est-a-dire

(6) sinz — f(7 cosa — 4 cosB)=o.
Pour » =, ona

sinfl — 3/ cosB <o, car tang < 3/;
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-pour & = go”, on a
1+ {fcosB> o.
Donc l'équation (6) admet une racine 3, comprise
entre § et go°.

Le roulement simple sans glissement cessera donc,
dés que o atteindra la valeur 3,. A partir de ce mo-
ment, les équations du mouvement changent ; ce sont

N — gcosa =— 3pa'?,
F— gsina =—3pa",
c0'=2F et F=fN.
Eliminons N entre les deux premiéres, ou 'on a rem-
placé I' par fN, nous aurons

(7) @' — fa't= ;’:F;(sinx — fcosa),
d’ou

a'2= Ce2f%+

?ﬁ?) [(2f?—1)cosax — 3 fsina].

Pour déterminer la constante C, écrivons que pour « =3,

~

18
97

22 =

(cosf — cos By).
Nous aurons
1&g
;)—P—(cos?.——cosﬁi)
L 2% .5 .
= Cex/Br+ 39(—"5?‘—) [(2f2—1) cosB— 3 fsinfy],

avec
sinfly = f(7 cosPy—4 cosB).

L’équation (7) montre que le centre du disque B se
meut comme un point pesant placé sur un disque con-
centrique a A, de rayon 3 p, la pesanteur et le coefficient
de frottement restant les mémes.
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On a
2F 2 fN &
V=" =22 — 9 <~cosz—-31'2 s
? p 4 P )
" = . SR 1 — 2f
6 Gf[P(l_r_éfﬁ)(cosa—szsma) Ce 1],
o0" 00"
2 2 N = 2.
=, N = i

Le disque B quittera le disque A lorsque N s’annulera,
c¢’est-a-dire lorsque §” s’annulera; 'angle o correspon-
dant sera donné par U'équation

r’;“—_:i[f—”(cma o fsing)— Ce2/%=o.
{



