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[051]
NOTE SUR LES GEODESIQUES DU CONE;

Par M. Hexrt PICCIOLI.

M. Enneper (') a trouvé par le premier que, le long
d’'une géodésique du coéne, le rapport des deux rayons
de premiére et deuxieme courbure est exprimé par une
fonction lindaire de 'arc de la méme ligne. Ensuite,
M. Pirondini (?) a montré que ces géodésiques sont ca-
ractérisées par la propriété d’avoir les plans osculateurs
4 la méme distance du sommet, ct il en a donné I’équa-
tion intrinséque de plusieurs maniéres, indépendam-
ment de la x'emarquable propriété trouvée. On peut,
d'une maniére trés simple ct élégante, arriver a la re-
cherche de cette équation : c’est ce que je me suis pro-
posé de montrer dans cette Note.

Soient

(cosa, cos B, cosy) (cosE, cose, cos) (cosh, cos ., cosv)

les cosinus directeurs de la tangente, de la normale
principale et de la binormale d’une courbe gauche L,
dont s est I'arc, p et T étant les rayons de courbure et
Py= (x9, %0, 20) un point fixe de I'espace. Si x, y, z
sont les coordonnées courantes d’un point de la courbe,
exprimées par I’arc s, posons

A = (xg— ) cosa + (yo—y) cosf -+ (50— z) cosy,
(1) { B=(xy— x)cost + (yo— y)Ccos® + (5,— ) cos,

C = (x9p— x)cosk + (yo—y)cosp+ (39— 5)cosv.

(') Zur Theorie der Curven doppelter Kriummung (Math.
Annalen, Band 19; 1882.)

(%) Sulle linee a doppia curvatura (Giornale di Matema-
tiche: 188R)
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A, B, C scront les distances du point P, aux plans :
normal, rectifiant et osculateur de L respectivement.
Remarquons les relations qui lient ces quantités :

dA B dB A C dC _ B

ds P ds — o T’ ds — T’
on les obtient en différentiant les relations (1) et en
tenant compte des formules de Serret.

Supposons d’abord que la courbe L ait ses plans
osculateurs équidistants du point Py : ce qui correspond
a faire G constant. Dans cette hypothése, les formules (2)
montrent que B est nul. Il en résulte que tous les plans
rectifiants passent par Py et que la développable recti-
fiante de Li est le cone qui la projette du point Py ct
duquel elle est une géodésique.

Cela posé, on voit facilement que les relations (2)
conduisent a I’équation

d e\ _1
w(5)-o

qui nous montre que % est cxprimé par une fonction

lindaire de I'arc.

Rccxproquement, supposons que pour unc llgne on ait

% =as+ b (a, b const.).

Les expressions
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ayant pour dérivées respectives
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Y+ <c05p. — 7 cos B) = Yo,
1 0
s+ <cosv — ;i;cosy) = 3.
Il suit de 1a

(zo—a) cosh+ (¥o—y) COS + (5g— 5) COSV = :—t;

¢t par conséquent notre ligne, ayant ses plans oscula-
teurs a Ja méme distance du point (xy¥,2,), est une
géodésique du cone qui la projette de ce méme point.



