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[ES5]
SUR UNE QUESTION DE LICENCE (*);
Par M. V. JAMET.

Etude de Uintégrale

eais — p2biz d
22 ~

(1) Enoncé dans le numéro de mars 1896, p. ¥37.



(9)
prise le long du contour formé de deux demi-circonfe-
rences de rayons R et r, ayant Uorigine pour centre
commun et relides par les portions de l'axe réel
qu’elles interceptent entre elles.
On supposera a et b réels et positifs.
En faisant tendre R wvers Uinfini et r vers zéero, on
déduira la valeur de Uintégrale définie
. . .
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(2 et B réels). (Rennes, session de novembre 1895.)

1. Evidemment, on doit supposer les deux demi-cir-
conférences tracées de part et d’autre de I'axe réel;
sans quoi le contour d’intégration ne renfermerait au-

cun point critique de la fonction sous le signef, et

I'intégrale proposée serait constamment nulle.

2. Dans le cas contraire, I'intégrale aura la méme
valeur que si elle était calculée tout le long d’un cercle
ayant pour centre l'origine. Mais alors on voil qu’elle
est égale a la valeur que prend, pour 2 = o, la dérivée,
par rapport 4 «, de I'intégrale

e2aiz __ g2biz
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calculée tout le long d'un cercle ayant 2 pour centre.
Ov cette derniére fonction est égale 4

oy — 1 (e2in— e2in);
sa dérivée, par rapport a a, est

— jm(aerid—perbixn),



(10)

Pour o = o, clle devient
jun(b—a).

Telle est donc la valeur de I'intégrale proposée.

3. Considérons maintenant le cas ou la demi-circon-
férence de rayon R est tracée du coté des y positifs ; je
dis que si R croit au dela de toute limite, la partie de
Pintégrale proposée qui se rapporte a cette circonfé-
rence tend vers zéro. En effet, sil’on pose

s=.r -yl =R(cosb + isin0),
I'intégrale

2ai3
(A) fe_,, ds,

calculée tout le long de cette demi-circonférence, est

égale a

T
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(On suppose la demi-circonférence parcourue dans le
sens positif.)
La somme des modules de ses éléments est
™
(B) i f e-2ay ),

3
R.J,

et, comme @ el y sonl positifs, le facteur e 2@ ne dé-
passe jamais I'unité. Donc I'expression (B) est infé-
ricure i

x| A

CLg; o8ty a fortiori, supérieure au module de I'inté-

grale (A). De méme Vintégrale

e2biz
f ——ds.
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calculée tout le long de la méme demi-circonférence, a

un module inférieur a R e enfin, l'intégrale

eais ___ g2biz
—ds,
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calculée tout le long du méme contour, a un module

lrlfelleuraT{i- c. Q. F. D.
Je suppose maintenant la demi-circonférence de
rayon 7 parcourue dans le sens négatif et je me propose
de calculer la limite vers laquelle tend I'intégrale pro-
posée, calculée tout le long de cette demi-circonférence,
quand 7 tend vers zéro. A cet ellet, jobserve que la

fonction sous le signe f est égale A
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a—2>b Z(Qi)p"‘?(a/""? [)/>+7)
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g 1.2.3...p+

La série écrite sous le signez est uniformément con-
vergente, quand le module de z varie de o 4 un nombre o,
qu’on peut supposer supéricur a r. De plus si dans le
terme général on remplace z par re¥, et qu’on intégre

terme a terme, en faisant varier § de = 4 2w, on trouve
une série convergente, car son terme général est

(9 i)/)+2(all+"__ [)[l+2)
14

27T
ro+t [ elp+18i go,

1.2.3...p+2 Jx

et le module de ce terme est inférieur au terme général
d’unc série convergente, savoir

9/:+2(ap+2 — b,;+‘2)
e,

1.2.3...p+ "2

Donc la série écrite sous le signe E donne lieu & une



(1)

intégrale égale a la somme d’'une série convergente,
) ~ . ~
s’annulant avec r. Seul, le terme en dehors du srgnez
donne lieu a une intégrale différente de zéro, savoir

om
—').[ (a—0)dy=o>7(b—a).

v

3. Il en résulte que l'intégrale proposée, calculée le
long des deux segments CD, AB, qui relient entre elles

M
0.

C FUA 8
N

les deux demi-circonférences données, tend vers une
limite égale a l'exces de lintégrale totale 4=(b —- a).
Done, en faisant varier & par des valeurs réelles, on

trouvera
*® p2air _ p3r

£

de=97(b—a)

v —

et par conséquent

+®
cos2ar — cos2bx
(e) [ ———— " dr =27(b-—a),
x?
-
Ao - .
sin 2ar — sin 20x
(D) / - —————dr =o.
e £

Or la formule (c¢) se transforme comme il suit

[* =)z sin(Tra)e

2

dr =7n(b— a).

¢ - x

M A
Sil'on suppose & > a, on pourra conclure que aet 3
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étant positifs I'un et 'autre, mais a étant < 8,
T sinaz sinfa

) = TA.

v —w

Si b est inférieur & @, on pourra conclure encore que,
si 2 est négatif et  positif

+ o . .
sinaz sinfr
—————dr = ma.
—

.7'2
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Si a et 3 sont négatifs, on poseraz = —2o, 4 = — @/,
et 'on trouvera
4o . . -+ ®x . ' . ’
SIn a4xr sin pxr sina xrsin x
——;———?-—d:c: ——p—-d.rzmt':—mt,
x? 2
Jow J_w

' étant supposé << p'.
6. La formule (D) donnelieu & des considérations du
méme ordre. Elle se transforme comme il suit

f*“ sin(a—b)zcos(a+b)x

dr = o.

xr2

D’ailleurs, dans I'intégrale

T sinaxcosBa
J_» =

on peut toujours regarder § comme positif, et I'on en
conclut que cette intégrale est nulle pour tout systéeme
de valeurs réelles de « et de B.



